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RESUMO
A p r e s e n t a - s e  uma a b o r d a g e m  c l á ssica para a M e c â n i c a  
Ouântica  que se desenv o l v e  a p a r t i r  d e  uma função l a g r a n g e a n a  ge 
ral e s t a b e l e c i d a  por p r o c e d i m e n t o s  clássicos. O b t ém-se uma f u n ­
ção h a m i l t o n i a n a , d e n o m i n a d a  de f u n ç ã o  h a m i l t o n i a n a  h i d r o d i n â m i ­
ca e d e m o n s t r a - s e  a equiva l ê n c i a  g e r a l  entre os cálculos dos v a ­
lores m é d i o s  das funções P ^ , P ^ 2 , e H ^ 2 desta f o r m u l a ç ã o  e os 
operadores  P, P2 , A e fí2 da f o r m u l a ç ã o  usual.
Na seqüência, d e f i ne-se uma v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o ­
dinâmica que e n v o l v e  duas c o m p o n e n t e s  t e m p orais p r e v i a m e n t e  in - 
troduzidas: o p a r â m e t r o  "t" da f o r m u l a ç ã o  usual e o p a r â m e t r o  
"t^" c h a m a d o  de compon e n t e  temporal imaginária. A  p a r t i r  d i s s o  
se e s t a b e l e c e m  âs equações de t r a j e t ó r i a  para alguns problemas uni 
dimensio nais, como a p a r t í c u l a  livre, a p a r t í c u l a  na caixa, o pa 
cote g a u s s i a n o  e os estados coerentes do o s c i l a d o r  harmônico.
Os resul t a d o s  obtidos p e r m i t e m  estimar as r e l a ç õ e s  
de i n c e rte za e n e r g i a - t e m p o  p a r a  o p a c o t e  g a u s siano e p a r a  os e s ­
tados c o e r e n t e s  do o s c i lad or  h a r m ô n i c o  que c o n c o r d a m  c o m  os r e ­
sultados p r e v i s t o s  na formu l a ç ã o  usual.
Discütem-se, poster i o r m e n t e ,  as p o s s i b i l i d a d e s  de 
i n t e r p r e t a ç ã o  do p a r â m e t r o  temporal em c o n e x ã o  com um o p e r a d o r  
tempo a d e q u a d o  a ser d e f ini do na f o r m u l a ç ã o  usual da M e c â n i c a  
Quântica.
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ABSTRACT
A  c l a s s i c a l  ap pr oach to Q u a n t u m  M e c h anics w h i c h  is 
de v e l o p e d  from a g e neral lagrangian f u n ction obtained by c l a s s i c a l  
p r o c e d u r e s  is presented. An hamiltonian function called "hidrodynamical 
h a m i l t o n i a n  function" is obtained and the general e q u i v a l e n c e  
be tween the c a l c u l a t i o n  of the m e a n - v a l u e s  of the functions , 
P f 2 , H_£, H ^ 2 of this f ormu la tion and the o p e r ators P, P2 , 9, H 2 
from usual f o r m u l a t i o n  is demonstrated.
Further, an h i d r o d y n a m i c a l  time v a r i a b l e  is defined, 
which has two time compon e n t s  i ntroduced previously: the time 
pa r a m e t e r  "t" of the u s u a l  formulation and the time p a r a m e t e r  
" t , c a l led "imaginary time component". F r o m  these results the 
"trajecto r y equations" are developed for some one d i m e n s i o n a l  
p r o blems  (free particle, p a r ticle in a box, g a u s s i a n  w a v e  p a c k e t  
and coher e nt states of the harmonic o s c i l l a t o r ) .
The r e sults were u s e d  to c a l c u l a t e  the energy - time 
u n c e r t a i n t y  r e l a t i o n s  for the gaussian w a v e  p a c k e t  and for the 
co h erent  states of the h a r m onic oscillator, w h i c h  agree w i t h  the 
usual predictions.
The p o s s i b l e  interpretations of the time p a r a m e t e r  
in r e l a t i o n  to the time ope rator in usual formulation of Q u a n t u m  
Mechanics, are also discussed.
1NTRÕVUÇÁ0
D esde que foi p r o p o s t a  de m a n e i r a  mais ou m e n o s  défi 
nitiva, a M e c â n i c a  Q u â n t i c a  tem susci t a d o  não p oucos d e b a t e s  em 
torno de suas interp r e t a ç õ e s  e m e s m o  em termos de suas p r e v i ­
sões, que r e p r e s e n t a m  uma das m a i s  drást i c a s  r u p turas até hoje 
s ofridas p e l a  ciência.
Na mesma época em que S C H R Ö D I N G E R  p u b l i c a v a  sua ver 
são da M e c â n i c a  Quânt i c a  (1926), p e l o  menos duas formul a ç õ e s  a l ­
ternativ as já se a p r e s e n t a v a m  para a T eoria Quântica: a f o r m u l a ­
ção h i d r o d i n â m i c a  de M A D E L U N G  ^ ^ e  a teoria da o n d a - p i l o t o  de D E  
B R O G L I E N a  verdade, s e gundo DE BROGLIE, a i n t e r p r e t a ç ã o  h i ­
d r o d i n â m i c a  foi por éle p r e c i s a d a  e d e n o m i n a d a  de teoria da onda
. n 4.' (03)-piloto.
Novas tentat i v a s  s u r g i r i a m  em t orno dos anos c i n q ü e n  
ta. Todas elas c a r a c t e r i z a v a m - s e  por p r o c u r a r  uma i n t e r p r e t a ç ã o  
a l t e r n a t i v a  para a M e c â n i c a  Quântica, s o b r etudo n a q u e l e s  a spec - 
tos julgados i n s a t i s f a t o r i a m e n t e  respon d i d o s  pela ;i n t e r p r e t a ç ã o  
usual. D e n t r o  dessa t e n d ê n c i a  geral de q u e s t i o n a m e n t o  ã i n t erpre 
t a ç ã o  corrente, d e s t a c a m - s e  alguns trabalhos de m a i o r  e n v e r g a d u ­
ra, como os de B O H M (04), T A K A B A Y A S H I (05) , V IGIER(06) , N E L S O N  (07), 
H I R S C H F E L D E R  (08) , DE LA PERA  (09) entre outros.
De tal forma se a v o l u m a r a m  as altern a t i v a s  de i n t e r ­
p r e t a ç ã o  para a M e c â n i c a  Q u â n t i c a  e tantos e diversos f o r a m  seus 
r e s u l t a d o s  que torna-se até u m  p o u c o  trabal h o s o  s i t u a r - s e  i n t e i ­
r a m e n t e  d e n t r o  de uma delas. O que há, às vezes, é um i n t e r c â m  - 
b io entre as diversas form ul a ç õ e s  a l ternativas que p o s s i b i l i t a  
u s a r e m - s e  m u t u a m e n t e  como c r i t é r i o  de confiabilidade, p e l o  m e n o s  
em certos p o n t o s  particulares. Tal é, num e x emplo b a s t a n t e  t r i ­
vial, a c o m p l e t a  e q u i v a l ê n c i a  entre as v e l o c i d a d e s  s i s t e m á t i c a  e
e estocãstica, da formulação e s t o c á s t i c a  da M e c â n i c a  Q u â n t i c a , de 
senvolvid a  d e s d e  o trabalho de N E L S O N  acima referido, e as v e l o ­
cidades "real" e "imaginária" da f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  que 
aqui enfocaremos. Por outro lado, hã t a m b é m  m u itos outros p o n t o s  
de divergência. Essas situações e os aspectos p a r t i c u l a r e s  das 
d iferentes  interpretações a lternativas, e n c o n t r a m - s e  c o m  m a i o r e s  
detalhes s o b r e t u d o  nos trab alhos de B U N G E ^ ^ ,  J A M M E R ^ ^  e BOHM^1^  
entre outros.
N e s t e  nosso t r a balho p r e t e n d e m o s  retomar a f o r m u l a  - 
ção o r i g i n a r i a m e n t e  p r o posta por M A D E L U N G  e, p a s s a n d o  p o r  a l g u ­
ma s  c o n t r i b u i ç õ e s  posteriores - n o t a d a m e n t e  as de H I R S C H F E L D E R  - 
de s e n v o l v e r  u m a  formulação h i d r o d i n â m i c a  mais geral, onde a Equa 
ção de S c h r ö d i n g e r  apareça por d e r i v a ç ã o  a partir de u m a  f unção 
L agran g e a n a  obtida por p r o c e d i m e n t o s  clássicos. Este fato é d i g ­
no de nota, pois o que se p r e tende é, de fato, m a n t e r  u m a  a n a l o ­
gia forte c o m  a M e c â n i c a  Clássica, no interior da M e c â n i c a .Q u â n ­
tica .
C o m o  ê b e m  sabido, essa t e n t a t i v a  de uma a b o r d a g e m  
clássica  p a r a  a M e c ânica Quântica não é nova. Para v o l t a r m o s  a 
ela com a l g u m a  esperança de êxito, devemos e s tabelecer a l g u m  cri 
tê r i o  de d e m a r c a ç ã o  - não no sentido filosó f i c o  p l e n o  do termo, 
mas num sentido m e t o d o l ó g i c o  r e s t r i t o  - que nos p e r m i t a  a v a l i a r  
qual a p r o b a b i l i d a d e  de que nosso d e s e n v o l v i m e n t o  a p r e s e n t e  -r se 
como c o n t r i b u i ç ã o  de algum valor.
Para tanto, deveremos estar sempre atentos aos casos 
limites das equações e, s o b r e t u d o ,atentos â p o s s i b i l i d a d e  de equi 
v a l ê n c i a  e ntre os nossos d e s e n v o l v i m e n t o s  e os resultados jã e s ­
tabelecidos. Seria inútil o e s forço de d e s e n v o l v e r  q u a l q u e r  t r a ­
balho que, ao invês de r epresentar uma contr i b u i ç ã o  no s e n t i d o d e  
c r e s c i m e n t o  para a teoria, fosse ao contrário, um r e torno a posi­
ções ultrapassadas.
P e n s a n d o  nisso, toda a primeira p arte do t r a b a l h o  con 
siste em e s t a b e l e c e r  as equações que têm estrutura e s s e n c i a l m e n ­
te clássicas, como ê o caso das duas equações de c o n s e r v a ç ã o  o b ­
tidas por s e p a r a ç ã o  da Equação de Schrödinger, já na p r i m e i r a  se 
ção do C A P I T U L O  I, e todo o d e s e n v o l v i m e n t o  posterior c a l c a d o  na 
analogia c o m  as equações de m o v i m e n t o  de Hamilton. A  ênfase, de
\
fato, devè ser sobre a g e n e r a l i z a ç ã o  do P r i n c í p i o  de H a m i l t o n , d e  
onde toda a f o r m u l a ç ã o  procede. F az-se p o r t anto, u m  movimento n u m  
duplo sentido. T a n t o  se busca uma forma q u â n t i c a  para as e q u a ­
ções cláss i c a s  q u a n t o  uma forma c l á s s i c a  p a r a  as equações quânt_i 
cas. Note-se, no entanto, que não h ã  u m a  t e n t a t i v a  de r e d u z i r  as 
equações q u â n t i c a s  em equações clássicas. 0 c o n t e ú d o  delas é r a ­
d icalmen te diverso. A s  formas são semelhantes.
N u m a  s e gunda parte, o t r a b a l h o  c o n c e n t r a - s e  em d e ­
monstrar, no seio da física quântica, u m a  e q u i v a l ê n c i a  de t r a t a ­
mento. No c á l c u l o  dos v a lores m é d i o s  das funções da f o r m u l a ç ã o  
hidrodin â mica, que agora se a s s o c i a m  âs v a r i ã v e i s  d i n â m i c a s  como 
na formul a ção u s u a l  se faz com os o p e r a d o r e s  h e rmitianos, pode - 
se obter u m  m é t o d o  de r e s o lução m a i s  r ã p i d o  e de e s t r u t u r a  e m  ge 
ral mais simples. Assim, essa segunda p a r t e  é d e d i c a d a  â d e m o n s ­
tração g e n é r i c a  da e q u i v a l ê n c i a  dós v a l o r e s  m é d i o s  c a l c u l a d o s  a 
p a r t i r  das funções h i d r o d i n â m i c a s  e dos o p e r a d o r e s  da f o r m u l a ç ã o  
usual.
Se n e s s e s  aspectos gerais o t r a b a l h o  se m o s t r a  em 
analogia c o m  a f o r m u l a ç ã o  usual e a M e c â n i c a  Cláss i c a  - r e s s a l v a  
da a t e n t a t i v a  de uma g e n e r a l i z a ç ã o  da r e l a t i v i d a d e  em c a r á t e r  
de i n v e s t i g a ç ã o  p reliminar,  sem g r andes p r e t e n ç õ e s  - no m o m e n t o  
da intro d ução do p a r â m e t r o  temporal d e n o m i n a d o  de '"imaginário" 
(porque e f e t i v a m e n t e  a v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i c a  é c o m p l e ­
xa e esse p a r â m e t r o  c o r r e s p o n d e  â parte i m a g i n á r i a  dessa v a r i á  - 
vel) , há uma d i v e r g ê n c i a  digna de ser m encionada. Esse t e m p o  "iita. 
ginãrio" é, em principio, algo e s t ranho em termos de M e c â n i c a  
Quântica. Todavia, é ainda mais e s t r a n h o  em termos clássicos, on 
de não hã a n a l o g i a  possível. Sobre os p a r â m e t r o s  t e m p o r a i s  ini - 
cialment e se e s t u d a m  as trajet ó r i a s  quânticas, pois sua i n t r o d u ­
ção na t e o r i a  tem, primari am ente, esse objetivo.
Contudo, num segundo momento, os p a r â m e t r o s  t e m p o  - 
rais são a n a l i s a d o s  em conexão com as relações de i n c e rteza ener 
gia-tempo, na t e n t a t i v a  de d e s e n v o l v e r  u m  m é t o d o  para o e s t abele 
cimento d i r e t o  das d ispers õe s a ssociadas âs v a r i ã v e i s  temporais.
A n t e s  dessa análise p r o p r i a m e n t e  dita, o p r o b l e m a  do 
operador t e m p o  na formulaç ão usual é l i g e i r a m e n t e  sugerido, de 
m o d o  a p r e p a r a r  u m  d e s f e c h o  em termos de p o s s i b i l i d a d e s  de que
i.x
as tais v a r i á v e i s  t e m p orai s da f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  p o s s a m  
s u gerir uma forma para o o p e rador t e m p o  na f o r m u l a ç ã o  usual.
F i n a l i z a n d o  esta introdução, d e v e m o s  e s c l a r e c e r  um 
p o n t o  de v i t a l  importância. 0 t í t u l õ  de n o s s o  t r a b a l h o  p o d e  suge 
rir u m a  a b r a n g ê n c i a  e p r o f u n d i d a d e  m u i t o  m a i o r  do que a a b r a n g ê n  
cia e p r o f u n d i d a d e  efetivas. Esse t í t u l o  se deve m u i t o  m a i s  â 
linha de a l t e r n a t i v i d a d e  d e s e n v o l v i d a  na e s t e i r a  dos t r a b a l h o s  de 
M A D E L U N G  e HIRSCHFELDER, sobretudo, do que a uma p o s s í v e l  p r e t e n  
são de absoluta originalidade.
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AVVERTENC1A
Por razões de o r d e m  técnica, em todo o t r a b a l h o  
c onstante h deve ser tomada como
, (constante de Planck) h = ----------------------------
2 tt
que, numericamente, vale:
_ 27h = 1.054 x 10 ergs . s
CAPÍTULO I
FORMULAÇÃO HlVROV1WÃMICA PA MECÂNICA QUÂNTICA
J.7. T OAmulação klduo dinâmica oAlglnat.
A  F o r m u l a ç ã o  H i d r o d i n â m i c a  da M e c â n i c a  Q u â n t i c a  foi 
i nicia l m e n t e  p r o p o s t a  por M A D E L U N G  que p r e t e n d i a  e n c o n t r a r
uma i n t e r p r e t a ç ã o  da M e c â n i c a  Q u â ntica em t ermos da Física C l á s ­
sica, como Schrödinger, por sua v e z , t e n c i o n a v a  i n t e r p r e t ã - l a  em
- - ( 1 3 )c o n e x ã o  c om os fenomenos o n d u l a t o r i o s .
N a  e s t e i r a  desse trabalho, a p a r e c e r a m  outras p u b l i c a
ções que a p r o f u n d a v a m  o tema e d a v a m-lhe uma v e r s ã o  m a i s  e l a b o r a
(4-9) —da. D e n t r e  elas, d e s t a c a r e m o s  os trabalhos m a i s  r e c entes de
H I R S C H F E L D E R  a p a r t i r  do qual faremos nossos u l t e r i o r e s  desen
volv.imentos.
Co m e c e m o s  p o r  introduzir uma função de onda, g e n e r i ­
c a mente e s c r i t a  como:
W = p exp [i —]
h
onde p é a d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  e S a ação, ambas 
da p o s i ç ã o  e do tempo, a saber,
P = P (r,t)
S = S (r,t)
Ora, a forma clássica, P = m  v, sugere-nos uma forte 
analogia  na M e c â n i c a  Quânt i c a  e, assim, c o n forme H I R S C H F E L D E R ^ 08} 
p o m o s ,
P Y = m  V  V (1.2)
(1.1)
funções
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onde V  é agora a v e l o c i d a d e  quântica, que é imaginária e c o n s t i ­
tuída de duas c o m p o n e n t e s  reais, ou seja,
V  ■= v + i v .i
Isso posto, pode mos r e e s c r e v e r  a e q u a ç ã o  (2) na f o r ­
m a  explícita
P ¥ = m  (v + i v^) ¥ (1.3)
m a n t e n d o  a c o r r e s p o n d ê n c i a  para o o p e r a d o r  P, isto é,
P ->■ -ih V
U sando a e q u a ç ã o  (1.3) e sua c o n j u g a d a  c o m p l e x a  e ex 
p l i c i t a n d o  o o p e r a d o r  P, obtemos uma e x p r e s s ã o  mais geral e d e t a  
lhada pa ra as c o m p o n e n t e s  da v e l o c i d a d e  quântica, a saber,
v = V Zn ¥*/¥
2m
v. = --- —  V. SLn (1.4)
1 2m
que, com o a u xílio da e q ua çã o (1.1) ainda se escreve:
+ ■ v = —  m
v. = - A -  ^  (1.5)
1 2m p
Estas v e l o c i d a d e s  p e r m i t e m - n o s  encon t r a r  e i n v e s t i  - 
gar as "trajetórias quânticas" da p a r t í c u l a  sob c o n s i d e r a ç ã o ,  a 
p a r t i r  de i n t e g r a ç ã o  sobre o c o n j u n t o  (1.4). Para tanto, l e m b r a ­
mos que c l a s s i c a m e n t e  tínhamos:
dr , „ ,,v = —  (1.6)
dt
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e agora por analogia, definiremos:
3t | . v = —
3t I
't . = cte i
(1.7)
3rv . = —i 3 t . I
1 ' t = cte
onde "t" ê a compo n e n t e  usual do tempo e "t^" a "componente i m a ­
ginária" a g o r a  introduzida. As d e r i v a ç õ e s  são efetu a d a s  t o m a n d o -  
se s e p a r a d a m e n t e  ora a "componente imaginária" para v, ora a c o m  
p o n e n t e  rea l p a r a  v^. Os p a r a m e t r o s  t e m p o r a i s  "t" e "t^" t e m  por 
finali d a d e  p r e c í p u a  a de au xil i a r  a o b t e n ç ã o  das equações de tra 
jetõria, isto é, equações da forma:
r = r í t j t J
v = v ( t /t±) (1.8)
v . = v . (t,t.)i i i
Esta nova p o s s i b i l i d a d e  introd u z i d a  por "t^" t e m  uma
c o n s e q ü ê n c i a  basta n t e  relevante, que é a de p e r m i t i r  a a b o r d a g e m
das "tra jetórias quânticas", o que não ê factível na f o r m u l a ç ã o
u s u a l  da M e c â n i c a  Quântica, sendo essa "impossibilidade" uma no-/ 1 / \
ta d i s t i n t i v a  entre ela e a F ísica Clássica.
Mais adiante, tentaremos uma interp r e t a ç ã o  m a i s  a p u ­
r a d a  do p a r â m e t r o  "t^" a partir da resol u ç ã o  de alguns p r o b l e m a s  
simples e do c á l c u l o  dos v a lores m édios h i d r o d i n â m i c o s , ( ), des 
se p a r â m e t r o  b e m  como da inspeção sobre a r e l a ç ã o  de i n c e rteza 
E n e r g i a - T e m p o , e nvolvendo a componente "t^".
Salientamos ainda, acerca da e q u a ç ã o  (1.5), que tais 
v e l o c i d a d e s  t ê m  completa analogia com as v e l o c i d a d e s  sistem á t i c a“V  ^  ^  ^ ^(v) e e s t o c a s t i c a  (u) surgidas na formulaçao estoca s t i c a  da M e c â  
n i c a  Quântica, que v e m  sendo desenv o l v i d a  em inúmeras p u b l i c a  - 
ções, n o t a d a m e n t e  nos trabalhos de LA PEftrf08,15  ^ e B U O N O M A N O  
e n t r e  outros.
04
Podemos, pois, m e d i a n t e  as e q u a ç õ e s  p ropostas, s e p a ­
rar a E q u a ç ã o  de Schrödinger e m  uma p a r t e  real e outra i m a g i n á  - 
ria. Com a e q u a ç ã o  (1.3) escrevemos:
P . (PY) = P . [ (mv + imv\) Y] (1.9)
que, m u l t i p l i c a d a  por ¥ e u s a n d o  a c o r r e s p o n d e n c i a  P -»■ -i h  V , 
fornece:
- y  2
Y-1 -5— Y = —-— Y”1 [-ihm V.v + m h  V . v  . + m 2 v 2 - m 2 v 2 + 2 . m 2 v . v  . ] ¥0 ~ 1 1 1 1  2m 2m
ou:
¥ 1 —  ¥ = — m v 2 - — m v 2 + — ^.v. + i(mv.v. - — V.v) (1.10) 
2m 2 2 1 2 1 1 2
Ora, a E q u ação de S c h r ö d i n g e r  é:
P 2 DY—  y + V Y  = ih —  (1.11)
2m 3t
onde, c o m  o r e curso ã forma (1.1) da f unção de onda, temos:
i h  I I  (A li l £  ! § )  y
3t 2p 3t .3t 
de m o d o  que (1.11) se escreve:
f" 1 —  T + V~1V'¥ = —  —  (1 .12)
2m 2p 3t 3t
e já p o d e mos introduzir, no lado e s q uerdo da e q u a ç ã o  (1.12), os 
resul t a d o s  de (1.10) e obter, portanto,
1------------ 2 h ± \7 • / ih 3 p 3S— m v 2 ---mv. + — V.v.+ V + i  (mv. v . - — V.v) = —  —- - —
2 2 1 2 1 1 2 2p 3t 3t
(1.13)
T o m a n d o  separad amente a parte real e i m a g i n á r i a  da 
eq u a ç ã o  (1.13), obtemos:
1 _T 2 1 — 2 : h £ _-t TT 3Smv' • 2 ' ä • d- — mv. + — V.v. + V = -  —  (1.14)
2 2 1 2 1 3t
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m v .v . - — V.v = ---- —  (1.15)
1 2 2p 3t
A  e q u a ç ã o  (1.15) pode ser m a i s  f acilmente i d e n t i f i c a  
da se nela s u b s t i t u i r m o s  "v^" por sua e x p r e s s ã o  em (1.5). Assim,
---- —^  = - ---- (v.Vp) - — V.v
ou
2p 3t 2p
= -(v.Vp) - p (V.v) (1.16)
3t
e finalmente,
- ^  + V . (pv) = 0  (1.17)
3t
se em (1.16) u s armos a identidade v e t o r i a l
V . (pv) = (V.v) p + v  . (Vp)
A  e q uação (1.17) é c o n h e c i d a  c o m o  a E q uação de Conti. 
n u idade p a r a  u m  fluido clássico.
A l é m  disso, uma g e n e r a l i z a ç ã o  da E q u a ç ã o  c l á s s i c a  de 
H a m i l t o n - J a c o b i  se o b t é m  a p artir de (1.14), para casos e s t a c i o -  
narios, ao fazermos v^ = 0 ou P = m v , o que c o r r e s p o n d e  ao l i m i ­
te clássico. Assim,
(VS)2 = É - V  (1.18)
2m
^  TT a sonde E = - —  .
3t
Por outro lado, naqueles p r o b lemas onde a f unção de 
onda ê real, v  = 0 e temos, então, apenas contri b u i ç õ e s  da v e l o ­
cidade i m a g i n á r i a  "vv" de m o d o  que podemos r e e s c r e v e r  a e q u a ç ã o  
(1.14) c o m o :
u <1
-  V.v. = (E - V) + -  m v 2. (1.19)
2 1 2 1
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que é um a e q uação de c o n s e r v a ç ã o  de e n ergia (Equação M u l t i d i m e n ­
sional de Ricatti) e p o d e  ser resolvida, em m u i t o s  p r o b l e m a s  de
(17)utilidade, mais d i r e t a m e n t e  que a E q u a ç a o  de S c h r ö d i n g e r  . A s ­
sim, o p r o c e d i m e n t o  d e s e n v o l v i d o  n e s t a  seção, leva-nos a u m  c o n ­
junto de equações em geral mais a c e s s í v e i s  m a t e m a t i c a m e n t e  e acen 
tua a v i a b i l i d a d e  de uma a n a l o g i a  c l á s s i c a  mais estrita e p e r m i ­
te, além de tudo, i n c o r p o r a r  ãs i n t e r p r e t a ç õ e s  da E q u a ç ã o  de 
Schrödinger, a d e s c r i ç ã o  do m o v i m e n t o  de um f luido clássico. Daí 
a d e n o m i n a ç ã o  "Hidrodinâmico" a t r i b u í d a  ao formalismo.
1.1.1. Exxtmp-loé Á.Z.uòtKCLtÁ.vOA .
Para ilustrar a a p l i c a b i l i d a d e  da f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i  
n âmica n esta v ersão original, t o m emos um e x e m p l o  simples q u e  é o 
c á l c u l o  da energia para o e s t a d o  f u n d a m e n t a l  do O s c i l a d o r  H a r m ô ­
n i c o  Unidimensional. N e s t e  caso, a função de onda já n o r m a l i z a d a  
é :
<y0 = (— ) ^  exp [-Mo)/2h x 2 ]
hTT
e 'F*'Fo = (— ) ^  exp[- — ] . Assim, v  = 0 e v. = ux. A  e q u a ç ã o  
hn h 1
(1.19) fornece então:
— 03 = (E - — moo2x 2 ) + — mco2x 2 (1 .20)
2 2 2
ou diretamente,
E = — hw
2
que é o v a l o r  conhecido da e n ergia para o e s tado f u n d a m e n t a l  do 
sistema. A l é m  disso, em v i r t u d e  das formas (1.7) p o demos o bter 
a equação de trajetória, que é
X = A  exp ( w t ^  (1.21)
ou, graficamente,
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As curvas c x , c 2 , c 3 são r e s u l t a n t e s  de três escolhas 
di s t i n t a s  p a r a  v a l o r e s  positivos de A  e da m e s m a  forma, Ci* , c 5 e 
c 6 / p a r a  v a l o r e s  negativos, ou seja,
X = A  exp (iot^) p a r a  X ^ 0
X =—A  exp (wt^) p a r a  X < 0
N e s t e  p r i m e i r o  exemplo, supusemos o c o n h e c i m e n t o  a n ­
t e c i p a d o  da f unção de onda %. Poderíamos, no entanto, r e s o l v ê - l o  
sem tal suposição. Neste caso, a e q u a ç ã o  (1.19) se e s c r e v e r i a  di 
r e t a m e n t e  como:
v, dv. 1 'il 1 _ I 2 2 ' 2—   = E - — m u  x + — mvf
2 dx 2 2 1
(1 . 20')
cuja s o l u ç ã o  p o d e  ser obtida d i r e t a m e n t e  por simples i n s p e ç ã o , f a  
zendo:
v . = CÚXi
e a s s u m i n d o  q u e  E ê uma constante (caso e s t a c i o n á r i o ) . Assim, me 
d i ante a v e l o c i d a d e  v^ dada, a e q u a ç ã o  (1 .2O') fornece:
E = — hw
2
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que é o r e s u l t a d o  a n t e r i o r m e n t e  obtido.
Um  o utro exemplo, r e s o l v i d o  por K U H N E N  é a i n d a
mais significativo. T r a ta-se de u m  p r o b l e m a  de a m p l o  i n t e r e s s e  
para a física m o l e c u l a r  cuja s o l u ç ã o  - que d i f i c i l m e n t e  p o d e  ser 
e ncontrada a p artir da E q u a ç ã o  de S c h r ö d i n g e r  - foi obtida na li 
te r a t u r a  através do c á l c u l o  v a r i a c i o n a l  linear e de m é t o d o s  semi 
clássicos: o h a m i l t o n i a n o  i s o t r ó p i c o  de Barbanis,
P’2 P 2 1
H = —  + —^  + — yco2 (x2 + y 2 ) - a x y 2. (1.22)
2m 2m 2
(18)
Para estados estacionários, as funções de onda d e v e m  
ser reais, de m o d o  que devemos usar a e q u a ç ã o  (1.19) e e s c r e v e r ­
mos:
E - V ( x , y ) = -  $.v. - -  yv? (1.23)
2 1 2 1
A o  c o n s i d e r a r m o s  v^ = x + v ^y(x /Y) Y/ a e q u a
ção (1.23) se torna:
1 K 3V -:^  1 . . v, 3v-. 1
ri ' 2 / 2 * 2 \ 2 I X  1 2 h  I V  I 2E - — yu) (x2 + y ) + x y 2 = — ----- - — yví + — --------- yví
2 2 8X 2 1X 2 3y 2 ly
(1.24)
Como o p r o b l e m a  (para o caso estacionário) é b a s i c a ­
m e n t e  o de u m  o s c i l a d o r  harmônico, t o r n a - s e  p e r t i n e n t e  c o n s i d e  - 
rar que é sempre o r t o g o n a l  âs linhas e q u i p o t e n c i a i s  e t a m b é m  
q ue v. t e m  a forma de u m  gradiente de potencial, a saber:
VV = (yto2x - a y 2 ) x + (yw2y - 2axy) y (1.25)
e assim,
v. = ax + biy + b 2ix 12 z
v . = b y + c i x y  (1.26)iy
onde, a, b, bi, b 2 , Ci são constantes. A  e n e r g i a  do s i stema é 
dada por:
< E >oo = /// H ¥ 0d 3x (1 .27)
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c o m  ¥ 0  sendo a função de onda a p r o x i m a d a  que c o r r e s p o n d e  ao esta 
do f u n d a m e n t a l  do sistema c a r a c t e r i z a d o  por H. Então a e q u a ç ã o  
(1.27) se reescreve:
< E > 0 0 = /// [— V.v.- — yv? + V] p d 3x (1.28)
2 1 2 1
com p = !T 0 |2 . L e m b rando q ue VXv^ = 0, obtemos Ci = 2 b i . S u b s t i ­
tuindo est e resultado em (1.26) e r e e s c r e v e n d o  (1.28) temos:
< E >oo = — (a+b) - -  y b 2- - yb* //+° (y 4+ 4 x 2y 2 )dxdy (1.29)
2 2 2 00
donde, p o r  comparação, temos o seguinte c o n j u n t o  de equações:
2 2 ÜT = cLZ
“2 = b ' + 2 b i b 2 (1_30) 
a = - ybi(a + 2b) 
b ah = y a b 2
cuja solu ç ão conduz a:
b “ + tob3 - -  w 2b 2- o)3b + 1  (y 2 - u M  = 0 (1.31)
4 4
com
2 2 a 2h
Y = " 7 “y w
Conhecidas as constantes, a solução de (1.29) r e q u e r  
íto de p isto é, ¥ 0 . A 
das e x p r e s s õ e s  (1.26) escreve-se:
o c o n h e c i m e n t 0 • p artir da d e f i n i ç ã o  de v ^  e
1. 1 / \ -R r X x x 2 A 2y 2 X 3x y 2 À l x
^ 0  (x,y) = A  exp[- —-—  - - ■ + —ü— (1 .32)
2 2 2 2
com
, yw yb , 2a 2aAx = A 2 = — , A 3 = --- -----  e ------:----
h h h(ca + 2b) yco (w + 2b)
A l é m  disso, como:
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a 2 // + co - ^ix2 - ^ 2 Y 2 + X 3x y  2 + X kx
-° 0 dxdy = 1 (1 .33)
que é a c o n d i ç ã o  de n o r m a l i z a ç ã o  p a r a  T o / ao e x p a n d i r m o s  os dois 
últimos t e r m o s  do integrado e m  série, d e s p r e z a n d o  os t e r m o s  de 
o r d e m  superior, teremos
, 2 -v 2 -X,x2-X2y 2
A 2 / / +c°( 1 + + —— x 2 + X 3x y ?+ XilX 3x 2y 2 + —3— x 2y lt)e dxdy=1
00 2 2 
que fornec e o v a l o r  aprox i m a d o  p a r a  A 2 , que é
(1 .34)
A 2 = -------------------U l À 2 )  /2-------- ;----------------  (1.35)
TTt! + AlAi. + - A ílÍL + 3X 32 + _?----------- J
4 X1 X 2 4 X1 À 2 1 6 X^X 2 2 16 16Xi X 2
Agora, usando as equaç õ e s  (1.22) e (1.23) p o d e - s e  cal 
c ular a p r o x i m a d a m e n t e  os dois ú l t i m o s  t ermos da e q u a ç ã o  (1.29):
* r+ 00 ‘t j j  A 2 7T j"3 3 X 4 1 5 X 4 X 3 105 X 3 2  //„ y pdxdy = --------- {-- 2 + ----- + --------- 3 + ---------- 4}
X’ 2  I 6 X 1 X 2 I 6 X 1 X 2  6 4 X 1 X 4l A 1  A 2 )
(1.36)
e
rr+co a A 2 "17 / 1 3  ^ 4 5  X 3 2 ,// 4x2 y2dxdy = -------  {----  + ---- =—  + -  • • - 2 + ----- 2 2 *
“ 0 0 ^  X 2 ) ^ 1 ^ 2  4 Xi X 2 4 Xi X 2 16 Xi X 2
(1.37)
Estes resultados p e r m i t e m  e s t u d a r  o c o m p o r t a m e n t o  das 
soluções em função de a, e t a m b é m  - a i n d a  que para v a l o r e s  limi­
tados - a e s t i m a t i v a  dos v a lores da energia, também como função 
de a. Este  m é t o d o  m o s t r a - s e  e q u i v a l e n t e  ã aplicação de t e o r i a  de 
p e r t u b a ç ã o  e ilustra a a p l i c a ç ã o  de u m  forma l i s m o  a l t e r n a t i v o  â 
E q u a ç ã o  de Schrödinger, já que, neste ú l t i m o  caso, o p r o b l e m a  foi 
r e s o l v i d o  sem o p révio c o n h e c i m e n t o  da função de onda (que foi 
p o s t e r i o r m e n t e  o b t i d a ) , b a s t a n d o  a suposição de que a v e l o c i d a d e  
v^ tem a f orma de u m  g r a d iente de potencial. Tal suposição, p o ­
rém, é u m  c o m p o r t a m e n t o  v e r i f i c a d o  em geral para o o s c i l a d o r  har 
mônico.
7.2. FoAmulação hi.dsiodj.nâmí.ca sie.ce.nte..
Dos d e s e n v o l v i m e n t o s  e f e t u a d o s  até a q u i , p u d e m o s  e x ­
trair i n f o r m a ç õ e s  importantes, tais c o m o  a p o s s i b i l i d a d e  de enca 
rarmos a E q u a ç ã o  de Schrödi nger c o m o  sendo a p l i c á v e l  a u m  fluido 
h i d r o d i n â m i c o  i r r o t a c i o n a l . No entanto, o p o n t o  de p a r t i d a  ê a 
m e s m a  E q uaç ão de Schrödinger. Ora, é p o s s í v e l  d e s e n v o l v e r  uma for 
m u l a ç ã o  a l t e r n a t i v a  na qual a E q u a ç ã o  de S c h r ö d i n g e r  a p a r e c e  n ã o  
como um e l e m e n t o  postulado, mas d e r i v a d o  de uma função l a g r angea 
na obtida - por sua vez - a p a r t i r  de c o n s i d e r a ç õ e s  de s i m e t r i a
e isotropia do espaço, o que é u m  p r o c e d i m e n t o  c o m u m  em física
, - . (19) classica.
Tr a t a-se, pois, de m a n t e r  uma a n a l o g i a  com a M e c â n i ­
ca C l á ssi c a no i n t erior da formulação h i d r o d i n â m i c a  e c h e g a r , c o m  
isto, ã E q u a ç ã o  de Schrödinger. Esse d e s e n v o l v i m e n t o  ê, em sua 
e strutura  essencial, d e v i d o  a CABRAL.
C o m e c e m o s  por lembrar que na M e c â n i c a  C l á s s i c a  a fun 
ção l a gr angeana é do tipo:
L = L (q , Qj , t) (1.38)
ao passo que, a p a r t i r  de agora, a ssumiremos que essa f unção ê 
u m a  função de c i n c o  variáveis, a saber,
L = L (q j , q j , t, t±) (1.39)
0 s u r g i m e n t o  dessas duas novas v a r i á v e i s  (isto é, ,"t/' 
e a v e l o c i d a d e  v^ = q j , onde (') indica d e r i v a ç ã o  com r e s p e i t o  ã 
no v a  c o m p o n e n t e  não vi ola uma simetria s a b i d a m e n t e  e x i s t e n
te em (1.38), como teremos ocasião de v e r  a d i a n t e  em sua forma 
geral.
Por outro lado, a função l a g r a n g e a n a  mais g e r a l (1.39) 
é u m a  função c o m p l e x a  e pode ser escrita de m a n e i r a  g e n é r i c a  por:
L = L R + i L (1.40)
o n d e  L ê a p a r t e  real da fúnção e L sua parte imaginária.R
P o r  c o n ideraçõe s de analogia com a M e c â n i c a  C l á s s i c a  
ê de se supor v e l o c i d a d e s  q uadráticas no termo de energia cinêti
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ca e d e p e n d ê n c i a s  de p o s i ç ã o  no termo de p o t e n c i a l ,  tais q u e  h a ­
ja a p r e s e r v a ç ã o  da r e v e r s i b i l i d a d e  e s p á c i o - t e m p o r a l  (de fato, a 
l agran g e a n a  é invar i a n t e  p e r a n t e  a r e v e r s ã o  -»■ -q^ e t -»■ -t , 
m u d a n d o - s e  a função de onde de ¥ p a r a  ¥*).
D i ante disso, sugerimos que (1.39) se e s creva como:
L = T -  U = — m  (v2 + 2iv .v . - v^ ) +^— V . (v + iv.) - V in+.2 l i  2  líiC
ou
(1.41)
L = -  m  V 2 - U (1.42)
onde V  é a v e l o c i d a d e  q u â n t i c a  a n t e r i o r m e n t e  i n t r o d u z i d a  ( v = v  +
— ^  ^iv^) que r e d u z -se a v e l o c i d a d e  c l a s s i c a  p a r a  v^ = 0, i.ê., V  = v 
e q u a n d o  a f unção de onda é real, v = 0 e, e n t ã o  V  = i v_^; U é o 
p o t e n c i a l  t otal , c o m p o s t o  do potencia-1 • de i n t e r a ç ã o  V ^ n o r m a l m e n  
te uma função da p o s i ç ã o  relativa) e de uma c o n t r i b u i ç ã o  t i p i c a ­
m e n t e  quântica, t a m b é m  f unção e x c l usiva de v a r i á v e i s  e s p a c i a i s  , 
já p r e s e n t e  na Equação de Ricatti (1.19).
De fato, o " pot encial quântico" c o n f o r m e  d e s i g n a d o
(2 1)por B O H M  a p arece na r e f e r i d a  equaçao sob a forma:
Q = — V.v = —  - (^£)2 ] (1 .43)
2 4m p p
e o m e s m o  B O H M  i n t e r p r e t a - o  como a i n t e r a ç ã o  da p a r t í c u l a  c o m  o 
seu p r ó p r i o  c a m p o  ¥, o que e x p l i c a  p o r q u e  uma p a r t í c u l a  n ã o  p o d e  
a t i n g i r  p on tos onde a função de onda se anula, jã que n e s s e  caso,
o "poten cia l quântico" se torna infinito. Esse "potencial q u â n t i  
co" pode ser usado para fornecer uma c o m p r e e n s ã o  d i f e r e n t e  e mais 
de t a l h a d a  do fenômeno de in terf e r ê n c i a  quântica, como se d e p r e e n  
de, por exemplo, do t r a b a l h o  de PHILIP P I D I S  <it a £ . ^ 2 2 ^
Aqui, entretanto, u m a  nova e x p r e s s ã o  é o btida p a r a  o 
p o t e n c i a l  q u â n t i c o  e estã p r e s e n t e  na e q uação (1.41) sob a forma
U - . . = —  V . (v + i v. ) (1.44)q u â n t i c o  ^ 1 \ /
E m  (1.44) aparece, ao invés de s i m p l e s m e n t e  "’v.", to 
_ -»- ■ -*- da a v e l o c i d a d e  quantica V, o que c o n fere ao "potencial quântico"
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uma forma m a i s  simétrica e nos leva a i n t e r p r e t á - l o  c o m o  u m a  in­
teração da p a r t ícula com um "campo de fundo", cuja n o ç ã o  foi in­
t r o d u z i d a  p o r  DE LA PEfÍA.(15)
Se encararmos cada carga como u m  r a d i a d o r  elemen t a r ,  
esse "campo de fundo" seria p r o d u z i d o  pelo c o n j u n t o  de c a r g a s  de 
to do o u n i v e r s o  e estaria p r e s e n t e  em cada p o n t o  do espaço, de 
forma que u m a  partícula in di vidual e s t a r i a  sempre s u j e i t a  à ação 
do campo p r o d u z i d o  pelas demais p a r t í c u l a s  do universo. Por esse 
m o t i v o  a p a r e c e m  as duas compon e n t e s  da v e l o c i d a d e  quântica, pois 
c o m p l e t a m  a descrição do m o v i m e n t o  da partícula. Esta i n t e r p r e t a  
ção leva-nos a supor - ainda que não e x c l u s i c a v e m e n t e  - u m a  inte 
ração da p a r t í c u l a  com ela mesma, i.é. , c o m  o campo ¥ p o r  ela pro 
d u z i d o .
Podemos p r o s s e g u i r  c o m  o d e s e n v o l v i m e n t o  do formalis^ 
m o  e gen era lizarmos o P r i n c í p i o  de H a m i l t o n  ou de M í n i m a  A ç ã o  que 
envolve a lagrangeana (1.39). Temos,
ô/ L ( q ., q., a!, t, t.) dt d t . = 0 (1.45)j j j 1 1
ou ainda,
ô / L dt d t . + i 6/ L dt d t . = 0 (1.46)R i  1
onde se n o t a  que a m i n i m i z a ç ã o  é feita em termos t a m b é m  da n o v a
- (23)c o m p o n e n t e  temporal introdu zida ("t^"). A  solução fornece equa­
ções a n á logas ãs Equações de E U L E R - L A G R A N G E . De fato, p a r a  a p a r  
te real de (1.45) temos:
d (— R) + _ A _ (-- B) = _ J *  (1.47)
dt 3q . dt . 3q ! 3q . 
-J i J J
e para a p a r t e  imaginária:
j L f J L  ) + (1 .48)
dt 3q . d t . 3q! 3q  .i -j -j
Podemos agora i d e n t i f i c a r  cada u m  dos termos q u e  apa 
recem em (1.47) e (1.48) e o b s ervar a semelh a n ç a  que há entre eles 
e os t ermo s clássicos. Da lagrangeana (1.41) temos:
e , t a m b é m ,
3L 3L= m v . =
3q . 1 3v ~r 31 U
3 - i L  = -----E -  (1.50)
3 a . 3 q .
3L 3L ^  3= m v  =
3q! 3 v .J i
As equações (1.49) e (1.50) levadas em (1 .47) e (1.48) 
re s p e c t i v a m e n t e ,  f o r n e c e m  as equações:
m  _ m  — a  = _ f  (h + _ + v) (1.51)
dt d t . 2 1
dv.
m  — - + m  = - V (- -  V.v) (1.52)
dt dt. 2 i J
C o m o  se m o s t r a r á  adiante, e e q u a ç ã o  (1.51) leva a 
uma e q u a ç ão de c o n s e r v a ç ã o  de e n e rgia (Equação de Ricatti) e a 
eq uação (1.52) leva à equação de c o n t i n u i d a d e ,  ambas obtidas na 
f ormulação  h i d r o d i n â m i c a  o r i ginal pela s e p a ração da E q uação de 
Schrö d i n g e r  e aqui, obtidas d i r e t a m e n t e  das equações de m o v i m e n ­
to .
O  p r ó x i m o  p asso  a ser dado no d e s e n v o l v i m e n t o  da for
m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  será obter uma função h a m i l t o n i a n a  a par -
tir da l a g r a n g e a n a  (1.41) jã estabelecida. Isto é feito c l a ssica
mente, m e d i a n t e  as t r a n s f o r m a ç õ e s  de L e g e n d r e  que p e r m i t e m  pas -
sar de u ma f o r m u l a ç ã o  que d e s c r e v e  a M e c â n i c a  em termos das coor
denadas g e n e r a l i z a d a s  e das v e l o c i d a d e s  (q^, q ^ , t) a uma o u t r a
formulaç ão cujas v a r i áveis são as c o o r d e n a d a s  gener a l i z a d a s  e o
C 2 4)m o m e n t o  g e n e r a l i z a d o  (q^, p ^ , t ) .
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E m  nosso caso, devemos o p e r a r  a t r a n s f o r m a ç ã o  do con 
junto de v a r i á v e i s  (q^, q^ , q^ , t, t^) p a r a  o c o n j u n t o  (q_. , P^ , 
P j , t, t^) e, em decorr ê n c i a  disso, v á r i a s  formas d i f e r e n t e s  p a ­
ra a função h a m i l t o n i a n a  p o d e m  ser o b t idas nas t r a n s f o r m a ç õ e s . N o  
entanto, d e f i n i r e m o s  a h a m i l t o n i a n a
H. = I v . . P. — L (1 .53)f ■ 3 33
-¥ ■ -y . -> . •onde P. = (p.+ i p . . )  e V . =  v + i v . =  q. + i q ! ,• pois c o m  ele
3 3 "ID _ 3 1 3 ~3
p r e s e r v a m o s  a forma clássica da h a m i l t o n i a n a  [E • A l é m
disso, r azões a poòtzh.íoh.Á. como o c á l c u l o  de 3 (H^) , AH^ e
a obtenção  da E q u a ç ã o  de Schrödinger, m o t i v a r a m  tal escolha.
A  função defin i d a  em (1.53) ê u m a  f u n ç ã o  c o m p l e x a  já 
que a L a g r a n g e a n a  t ambém o é. Logo, pode e s c r e v e r - s e  como:
H f = H r  + i fí (1.54)
T o memos agora a d i f e r e n c i a l  dH de (1.53) e x p l i c i t a n ­
do a L a g r a n g e a n a  na forma (1.40)
dH = £ Pjdqj + âjdpj - Pijdq^ - q j d P ±j
9LR 3LR+ i ( P idq! + q!dp + p ^ d q .  + q.dp . ) ----- d q ------- dq* .
3 3  3 3  J 3 13 g* 3 3 q . J
3 M3
9LR . , &L j. at J , dL J , dLR ^  dLR + i (----- d q . ----—  dq'.----- dq.) ------ d t ------ dt. +
3 q . 9q. 3 9q! 3 9q. 9t 9t. 1
3 D D "3 i
+ i (- —  dt - — dt ) (1.55)
9t 9t
A  p a r t i r  de (1.49) e (1.50) obtemos as d e f i n i ç õ e s  de
momento:
9LR 3LR 9L 9L---- = P i ; ---- = "P-iv ---- = p i i ; ---- " P. (1.56)9q . 3 9 q ! 3 9q . ±3 9q! 3
3 :
i d e n t i f i c a n d o  p^ = mv e p^j = mv^, que são o anãlago às equações de La 
grange da Mecânica Clássica. Levando, (1 .56) em (1 .55) elimin a m o s  al -
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guns termos e o b t e m o s :
9l r  ar, 9l t?------ dq. - i -iÍL dq. - -- - d t ----- - dt . +
3q . -* 3q .  ^ 9t 3t . 13 3 1
+ i(- —  dt - dt.) (1.57)
3t 3 t . 1i
D i f e r e n c i a n d o ,  agora, a função h a m i l t o n i a n a  H = H(P.,3p^j, q^, t, t^), e x p l i c i t a d a  na forma (1.54), v e m
3H 3H 3H
dH = I —.— dp . + -----  d p . . + ---- dq .
. j 3p . 3 3 p . . 3 q . 3J - i d 3
. , 3B , 3fl , 3fi , .+ i (---- dp . + ---- d p . . + ---- dq .)
3d . ^ 3p. 1 -* 3 q . ^
~ 3 "iD 3
9HR 9HR ■ 3fi+ — - dt + — - dt. + i(—  dt + -2ÍL dt.) (1.58)
3t 3 t . 1 3t 3 t . 1
dH = Silíqjdpj _ qj d p± ) + i (qj d Pj + q.. d p ±^ ) ] -
C o m p a r a n d o  as e xpressões (1.57) e (1.58) obtemos:
3H_ 3H 3L 3H
■q1 = — ; qi = -----e_. = ■ n .59)
J 3 p . J 3 p . . 3 q . 3 q .
3 13 "3 3
para a p arte r e a l , e
q. . j á ,  * . J i -  / J ? .  . _ J t  (1.60)
9Pj 3Pij 3q j 3q j
para a p ar te imaginária. Também,
- — (Lft + iL) = -Í-(Hp + ifi)-;----— (L + iL) =-■■-- ÍH^ + iS)
3t 31 3 t . 3 t .
ou seja,
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3H 3L 3H 3L -- = - —  ; ---  = - ---- (1.61)
3t 3t 3 t . 31 .i i
O conjunto de equações d e f i n i d o  por (1 . 59) , (1 .60) e 
(1.61) são o análogo h i d r ò d i n â m i c o  das Equaç õ e s  Canônicas de H a ­
m i l t o n  e substituem as Equações de L a g r a n g e  (1.56) na d e s c r i ç ã o  
dos fenômenos mecânicos.
A  função h a m i l t o n i a n a  (1.53) deve ser r e e s c r i t a  nova
mente em termos de (p., p . . , q., t t .). Para isso, na L a g r a n g e a3 1 J 3 r 1
na (1.41) p o m o s :
q = p . . /m ; q . = p . /m j iD D - 3
Assim,
H = £ —— (p. + ip. .) + U (1.62)
j 2m 3 ^
obtivemos finalmente, uma função h a m i l t o n i a n a  que é f u n d a m e n t a l  
no d e s e n v o l v i m e n t o  da formu l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  da M e c â n i c a  Q u â n ­
tica. P o d e -se mostrar, ainda,que o p r i m e i r o  dos termos em (1.62) 
m ais e x a t a m e n t e  o seu v a l o r  m é d i o  - i d e n t i f i c a - s e  com o v a l o r  m é  
dio da e n er gia cinética na f o r m u l a ç ã o  usual.
7 . 3 .  A-ò nquaçõe-ò da á otimulação h ldfio dZnâm^ica e a zqua 
ção de. ScksiôdÁ.YiQifi.
Na f ormulação h i d r o d i n â m i c a  e m  sua v e r s ã o  m a i s  a n t i ­
ga (apresentada em linhas gerais na s e ç ã o  1-1), s e p a r a v a m - s e  as
partes real e imaginária da E q u a ç ã o  de S c h r ö d i n g e r  - m e d i a n t e  a
/ iS/Li ntrodução  de uma função de onda g e n é r i c a  ¥ = p e ^  - em uma 
e q uação de c o n s e r v a ç ã o  de energia e e m  outra equação, que é uma 
e q u a ç ã o  de c o n t i n u i d a d e  p a r a  u m  f l u i d o  clássico. Agora, é p o s s í ­
v e l  a o b t e n ç ã o  dessas duas equações, sem o c o n h e c i m e n t o  p r é v i o  
da E q uaçã o  de Schrödinger, a p artir da lagran g e a n a  d e r i v a d a  em
(1.41).
Tomemos inicial mente a e q u a ç ã o  (1 .51) , já o b t i d a  da 
lagrangean a em questão:
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m  dv _ m  — 1 = _ ^ [h +  _ + v] (1.63)
dt d t . 2 1
-> ■ (3v .
A  e q u a ç ã o  (1.63) nos dá as seguintes funções:
v = v(t, t±)
?i = ?.(t, t.)
q ue c o m p l e t a m  a d e s c rição das "trajetórias quânticas" e v o cadas 
po r  (1.8). Por o utro lado, a integr a ç ã o  da e q u a ç ã o  (1.63) p e r m i ­
te-nos o r e t o r n o  ao formal i s m o  usual, d e v o l v e n d o - n o s  as funções:
-yv = v (r , t ) 
v ± = v± (r, t)
Y = ¥ (r, t)
que d e s c r e v e m  o m o v i m e n t o  da p a r t í c u l a  na f o r m u l a ç ã o  usual. As - 
sim (1.63) f u n ciona como u m  p o n t o  de t r a n s p o s i ç ã o  entre as duas 
formulações.
N e s t e  ponto, introduziremos as d e r i v a d a s  h i d r o d i n ã m i
cas que são:
d I 9 + (v.V) (1.64)
dt | ^  9t
i
d t . L  t i 1
+
t
s endo a p r i m e i r a  delas obtida m a n t e n d o - s e  a c o m p o n e n t e  "t^" cons­
t ante e a segunda, por sua vez, m a n t e n d o - s e  "t" constante. U s a n ­
do (1.64), a e q u a ç ã o  (1.63) se torna:
-*■ 9 v . ^ i h , , m  —  + (v.V) v  - m  — - - (v. .V ) v. = - V (- V.v. + V) (1.65)
9t 3t. 1 1 2 1
t e r e m o s
R e c o r r e n d o  ãs definições de "v" e "v^" dadas an (1.5)
9t 9t m  m  9t
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Ü i  = - J L -  - A .  t ín p = . _ ü _  ? 1  i E  = o
3t. 2m 9t. 2m p 9tx i
pois m u d a m o s  a o r d e m  de d e r i v a ç ã o  t r o c a n d o  o o p e r a d o r  g r a d i e n t e  
pelas d e r i v a d a s  temporais e levamos em conta o fato de que p não 
depende e x p l i c i t a m e n t e  de t ^ . Então, (1.65) fica:
^ —  + m(v.V) v - m  (v.V) v = - V (— V.v^ + V) (1.66)
3t 2
Po demos agora r e a r r a n j a r  os t ermos que c o n t e m  "v" e
" v . " e e n t ã o  teremos i
^ l ^ + l m V v 2 - - m V v ?  = - V (- V.v. + V) (1.67)
9t 2 2 1 2 1
que pode ser i n t e grada para fornecer
- ——  (S + ct) = — m v 2 - — m v 2 + — V.v. + V  (1.68)
91 2 2 1 2 1
onde c é u m a  c o n s t a n t e  de i n t e g r a ç ã o  que d e t e r m i n a  o n í v e l  de re 
ferência que se toma para o p o t e n c i a l  e p a r a  a energia. P o r  c o m o  
didade, f a z e m o s  c = 0. A  e q uação (1.68) se t r a n s f o r m a  e n f i m  em:
E = - —  = — m v 2 - — m v 2 + — V.v. + V  (1.69)
9t 2 2 1 2 1
3 Spois p a r a  c a s o s  estacionários, i d e n t i f i c a m o s  o t e r m o  E = - —
9t
com a e n e rgia E do sistema e temos, então, em (1.69) uma e q u a ç ã o  
de c o n s e r v a ç ã o  de energia, já o b t i d a  na forma (1.14), q u a n d o  da 
separação da E q u a ç ã o  de Schrödinger.
T o m a n d o  a equação (1.52) e p r o m o v e n d o  s u b s t i t u i ç õ e s  
analogas  ãs anteriores, vem:
»->- 9 v . ,—y ~y i h ~ym  (v. . V)v + m(v.V)v. + m  ---- + m  ---- = — V (V.v) (1.70)
1 1 9 t . 91 . 2
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3vi h 1Em virtude das equações (1.5) teremos: ---- = - ----V _
9t 2m p 3t
e = — V = 0, neste ú l t i m o  caso, S n ã o  depende e x p l i c i t a -
3t . m  3 t . i í
merite de "t^" . Ora, a equaç ão (1.70) então é:
-y ")■ "h —y 9 h i .m [ ( v . . V ) v  + (v.V)v.] - — V -rr Inp = — V (V.v) (1.71)i x 2 <3t 2
E m  (1.71) substituiremos a identidade v e t o r i a l
v (v.v.) = (v..V)v + (v.V)v.1 1 1
pois, v^x(Vxv) = vx(Vxv^) = 0. Então, (1.71) reescreve-se:
m  V -y h -± 1 h -y -y(v.v.) - £ i V - L ^ £  = í i v  (V.v) (1.72)
1 2 p 3t 2
e i^iais u ma vez trocamos a ordem dos o p e r a d o r e s  gradi e n t e  e d e r i ­
va d a  t e m p o r a l . I n t e g r a n d o  a e q u a ç ã o  (1.72) obtém-se:
mv.v. - — V.v = — —  + D (1.73)
1 2 2p 3t
que é a m e s m a  e q uação (1.15) já obtida, a m e n o s  da c o n s t a n t e  D , 
que aparece na i ntegração sempre que se c o n s i d e r a  que o p o t e n  - 
ciai de i n t e r a ç ã o  p o s s u i  uma parte real e outra complexa. E é 
justamente  a p a r t e  complexa  do p o t e n c i a l  que determina a e x i s t ê n  
cia de fontes ou sumidouros de partículas. Como, neste caso, o 
p o t e ncial  de interação ê real, D = 0 e, portanto, e x p l i c i t a n d o  em 
(1.73) a v e l o c i d a d e  "v^" como a p arece em (1.5), podemos escrever:
h a  ->■ h 3 p- — v.Vp/p - — V.v = ------ 1:1
2 2 2 p 3t
- [v. Vp + p (V.v) ] (1 .74)
3t
Finalmente, se em (1.74) usarmos a identidade v e t o -
ou
rial
V . (p v) = (v.Vp) + p (V.v)
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teremos
^  = - V.(p v) (1.75)
3t
ou seja, obtemos a e q u ação de continuidade. D i a n t e  disso, pelo 
que foi m o s t r a d o  na seção 1.1, a E q u a ç ã o  de S c h r ö d i n g e r  - m e d i a n  
te a função de onda genéric a - s e p a r a v a - s e  nestas equações aqui 
obtidas. O c a m i n h o  o p osto pode ser s e g uido e f o r necer-nos a refe 
rida E q u a ç ã o  de Schrödinger.
P rosseguindo, p a r t imos da função h a m i l t o n i a n a  h i d r o d i n ã
m i c a
H_ = — m  [v + iv . ] 2 - i ^ V . [ v  + i v . ] + V  (1.62)li 2
e nela e x p licitamos as v e l o c i d a d e s  "v" e "v^" que a p a r e c e m  em 
(1.4). Então, já que
temos :
1  m [v + :■ 1 2LV . ] Z = - h 2 [ W , 2
2 1 2m r
Ü !  $ . [v + iv ] = - h^_ vv 2 (— ) ]
2 1 2m y
=
_  h^_ v 2y + Vr 2m
(1 .76)
Esta equação (1.76) é uma e q u a ç ã o  difere n c i a l  c u j o  
lado d i r e i t o  c orresponde ao o p e r a d o r  h a m i l t o n i a n o  usual fí. Então, 
o u t r o  r e s u l t a d o  importante f o r n e c i d o  p e l o  f o r m a l i s m o  hidrodinâmi. 
co é:
fíop Y = H f Y (1.77)
De fato, o o p e r ador h a m i l t o n i a n o  a g i n d o  sobre a f u n ­
ção de onda ¥ resulta no p r o d u t o  da m e s m a  f unção de onda ¥ e da 
função h a m i l t o n i a n a  h i d r o d i n â m i c a  que pode fornecer os autova 
lores da energia, pois < fl > = (H^), c o m o  m o s t r a r e m o s  adiante. 
N o t a r - s e - á  que é uma funç ão complexa, mas seus valores m é d i o s  
são reais e i d e n tificam-se com a energia do sistema.
22
7.4. Eòboço de. uma faotimuúiç.ão kíd/iodínâr>u.ca sieJLcutLvZbtica.
Uma das conseqü ências m a i s  e s t i m u l a n t e s  da f o r m u l a  - 
ção h i d r o d i n â m i c a  é a p o s s i b i l i d a d e  de i n t r o d u z i r  o p a r â m e t r o  
"ti" na d e s c r i ç ã o  dos fenômenos r e l a t i v i s t í c o s  e i n v e s t i g a r  e n ­
tão a forma p o s t e r i o r  das equações.
O p r i m e i r o  pas so  no d e s e n v o l v i m e n t o  de um tal f o r m a ­
lismo c o n s i s t e  em introduzir u m a  m a triz de t r a n s f o r m a ç ã o  a n á l o g a  
ã de L o r e n t z , m a s  que envolva as v e l o c i d a d e s  V  e e os p a r a m e -  
tros "t" e "t^" e que, no limite apropriado, r e d u z a - s e  os r e s u l ­
tados conhecidos.
Esta matriz foi o btida c o n s i d e r a n d o  que as v e l o c i d a ­
des V  e e s t i v e s s e m  alinhadas c o m  o eixo X 3 e deve f o r n e c e r  as 
tr ansf o r m a ç õ e s  de c oordena da s desde u m  r e f e r e n c i a l  K a u m  o u t r o  
r e ferencial  K ' .
Os elementos de m atriz são dados por
5
X' = I a X (1 .78)y v = i yv v
e o b e d e c e m  â c o n dição de o r t o g o n a l i d a d e :
E a ,a, = ó , ■ (1.79)v yv Àv yA
Esta condição (1.79) p e r m i t e  e s c r e v e r  o c o n j u n t o  de 
equações abaixo:
a 2 + a? + a 2
3 3 3 3 5
2 _  2 _ 2a + a + a
3 4 4 4 5
2 2 2a + a + a
5 3 5 4 5 5
a 4 3 3 3 3 + a 4 4 ^ 3 4 + a„ 5 3  3 5 =  0
a a + a a + a a = 0
5 3 3 3 5 4 3 4 5 5 3 5
a a + a a + a a = 0
5 3 4 3 5 4 4 4 5 5 4 5
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de m o d o  que, c o m  a l g u m a s  suposições a d i c i o n a i s  (a34 = - a k 3 , a 35 
= - a 5 3 , etc), o b t e m o s  finalmente a m atriz de t r a n s f o r m a ç ã o  g e ­
ral que é:
A  =
onde
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 Y i By í Bí y
0 0 — í By Y 1— + -;-----
BBi (Y-1)
0 0 -iB^Y
v
i+b?/b2 i+ b2/b;:
66i (Y-1)
B2 + 6?
B2 +
Y
1+B2/B^ 1+B2/B2
(1 . 8i1 )
eí)u = -- e Y = <1 - e2
C
As novas coord e n a d a s  são o b tidas da transformação:
/ x ' \ í x
/ 1 \ I 1/X' / X
2 ' 2
X' A X
3 3
X' X
* ■1 4
x; x
( 1 . 8 2 )
e assim:
X'i
X'
2
= X
= X
X 1 = yX + íByX + iB.X
3 3 4 1  5
X'1*
X'
5
= - í By X +■(■ Y
3 1+B?/B2 1+S2/B|
BB.(y-1)
BB±(Y-1)
B2 + B?
-)X + (- ■Y- i B . Y X  + ( ~ ^ -
1  3 o 2  , n Z 4 1 ,(j2 / d 2 -1,02 / 0 2  5
-)X
B + Bt 1+3 /B? 1+Bf/B"
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No caso limite em que 3^ 0 (v^ -*■ 0) temos q u e  y 
Y ' = (1 - 6 2 ) “ V2 e a s s i m  as t r a n s f o r m a ç õ e s  dadas em (1.83) r e d u ­
zem-se ãs seguintes:
X' = X
2 2
X> = y 'X + i 6y'X (1.84)3 - 3  4
x' = - í 6y ' x4
X' = x
5 5
[Devemos lembrar, p o r é m  que 6^ -> 0 está r e l a c i o n a d o
com o fato de que t^ ■+ 0 T] Assim, as t r a n s f o r m a ç õ e s  dadas em
(1.83) se r e d u z e m  e f e t i v a m e n t e - à s i t uação r e l a t i v í s t i c á  u s ü a l , i s
to é, âs trans f o r m a ç õ e s  de L o r e n t z , no limite a p r o p r i a d o  ( v ^  0,
t. + 0).i
O utro limite import a n t e  é a quele que se obtêm ao fa-
-  Vzermos v  -+ 0. Ou seja: se B + 0, y + y "  4 (1 - B^2 ) 2 e as 
t r a n s f o r m a ç õ e s  (1.83) tornam-se:
X' = X i i
X' '= X
2 2
X' = Y"X + i .X (1.85)
3 3 X 5
X 1 = X
X' = - i B . X  + y " X
5 1  3 5
As transf o r m a ç õ e s  (1.85) c o n s t i t u e m  u m  análogo âs 
t r a n s f o r m a ç õ e s  de Lorentz en volv e n d o  a c o m p o n e n t e  v\ da v e l o c i d a  
qu â n t i c a  e também o p a r â m e t r o  "t^" , elementos típicos da f o rmula 
ção hidrodinâmica.
Do conjunto de transf o r m a ç õ e s  e x p resso em (1.83) ê 
po s sível e stabe l e c e r  as leis de adição de velocidades, següi n d o  
o p r o c e d i m e n t o  de tomar as diferenciais dessas expressões e usar 
as d e f i n i ç õ e s  usuais
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v . = ; V' = á z :  . v' = (1.86)
x dt' y dt' d t ’
e as d e f i n i ç õ e s  p r ó p r i a s  do f o r m a l i s m o  hidrodinâmico:
v . = f e l  . v.' = à í l  . v . = â £ l  ,1.87)
1X dt: ly dt! 12 at:1 1 1
Po d e - s e  ir além  e t e n t a r  u m a  constr u ç ã o  de u m  f o r m a ­
lismo h i d r o d i n â m i c o  r e l a t i v í s t i c o , g e n e r a l i z a n d o  a d e f i n i ç ã o  de 
m o m e n t o  dada e m  (1.83) e escrevendo:
^ m 0v m 0v .
pvF = ----—-------- y y + i 7-------±----- v y (1 .88)
/l - 3 2 - e? v/l - B2 - 62
A o  p r e s e r v a r m o s  a c o r r e s p o n d ê n c i a  usual P -»■ i h V , 
com o a u x í l i o  da c o n j u g a d a  de (1.88), obtemos as e x p r e s s õ e s  rela 
tivístic as p a r a  as c o m p o n e n t e s  da v e l o c i d a d e  quântica, que são:
ih
v  = -j----- ^ x (1.89)
/1 + V j£n '¥*/'¥)2 + (-^— $ Sn W ) 2
2mnc 2ninc
V ln
V ± = y ------ ^ v (1.90)
A  :+ (——  V £n . W )  2 + (—^ -  $ %  V*/V) 2 
2m0c 2m0c
A  e q u a ç ã o  (1.90) fornece u m  limite para a c o m p o n e n t e  
imaginár ia da v e l o c i d a d e  quântica. De fato, v^ < c, pois p a r a  os 
pontos que c o r r e s p o n d e m  aos nós da função de onda, o, termo
Vi _>•-------- V ln d o m i n a  c o m p l e t a m e n t e  em (1.90) e a v e l o c i d a d e
2m o c(
v. tende â v e l o c i d a d e  da luz. i
O d e s e n v o l v i m e n t o  p o s t e r i o r  do formalismo, l e v a d o  a (18\ _ e feito por K ü h n e n  , p e r mi tiu obter uma e q uação de c o n s e r v a
ção de e n e rgia e a e q uação  de continuidade, r e s p e c t i v a m e n t e  nas
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j.
,2
(1.91)
(1.92)
onde <J> (r) é o p o t e n c i a l  de interação e
v T  i
c 2
Um  r e s u l t a d o  bas tante s i g n i f i c a t i v o  obtido pela apli 
cação das e q u a ç õ e s  do form al i s m o  h i d r o d i n â m i c o  é o c á lculo da 
energia do e l é t r o n  no e s t a d o  fundamental do á t o m o  de hidrogênio.
O v a l o r  d e s s a  energia o btido pelo f o r m a l i s m o  h i d r o d i n â m i c o  é:
Eo = — 2.662531 x 1 O ~ 5m 0c 2 , o que lhe c o n f e r e  u m  erro de a p r o x i ­
m a d a m e n t e  2,66 x 10"3 % em r e lação ao v a l o r  f o r n e c i d o  pela Equa - 
ção de D i r a c  (este erro é, na verdade, duas v e z e s  m e n o r  que o er 
ro c o r r e s p o n d e n t e  aos cálcu los efetuados com a E q u a ç ã o  de K lein- 
G o r d o n ) , c o n f o r m e  figura abaixo.
--------------------------------- E = 0
--------------------------------- H i d r o d i n â m i c o
------:--------------------------- Dirac
------------------ - K l e i n - G o r d o n
Este r e s u l t a d o  ilustra o fato de que, apesar de esta 
te n t a t i v a  de uma formulação h i d r o d i n â m i c a  a p r e s e n t a r - s e  como uma 
simples p o s s i b i l i d a d e  e, por outro lado, não ter sido r i g orosa - 
m e n t e  a n a l i s a d a  aqui, u m  t ra ta m e n t o  geral é, e m  princípio, v i á  - 
v e l  e está a i n d a  - quase que em sua t o t a l i d a d e  - por ser feito.
formas :
m 0c2 . /  v i /  v 2. ; h + , V iE - e <j> (r) = ;--- ? °C , ( Á _  - /l - 3L) + £  v. (■
/1 _ *----- ±. c c z / u  —
„2
+  v .  ( p y  ) =  o
3t
CAPITULO II
' CÁLCULO VOS VALORES MEVIOS VAS FUNÇÕES V P*, tí^,
H 2,, WÁ FORMULAÇÃO H1VR0V1NÁM1CA VA MECÂNICA QUÂNTICA.
A  d e t e r m i n a ç ã o  dos v a l o r e s  m é d i o s  de v a r i á v e i s  d i n â ­
m i c a s  na f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  da M e c â n i c a  Quântica f az-se de 
m a n e i r a  i d ê n t i c a  â formul a ç ã o  usual; mas, e n q u a n t o  esta a s socia 
o p e r a d o r e s  ãs v a r i á v e i s  dinâmicas, a quela t r a b a l h a  com funções.
^ 2
Para os v a l o r e s  medios < P 0 >, <Po >, <Ro > /<fío > da
p _ p P Pf o r m u l a ç ã o  usual, m o s t r a r e m o s  sua e q u i v a l ê n i c a  na f o r m u l a ç ã o  h i ­
d r o d i n â m i c a  e e s c r e v e r e m o s  e xpressões que p o s s i b i l i t a m  u m  c ãlcu-
lo m a i s  s i m ples desses valores.
N a  f o r m u l a ç ã o  h idrodinâmica, temos
í?op y = P f Y = m  (v + i v ±)V (2.1)
e ntão o v a l o r  m é d i o  h i d r o d i n â m i c o  (doravante r e p r e s e n t a d o  pelo 
símbolo ( ) p a r a  r e s s a l t a r  a d i f e rença com o símbolo usual) de 
P^ é agora d e t e r m i n a d o  por
(Pf ) = / y* P f y d 3x = / Y* m ( v  + i v i )'l,d 3X (2.2)
A o  substituirm os  as e xpressões (1.4) em (2.2), fica
e s t a b e l e c i d a  a equiva l ê n c i a  entre as duas formulações para o 
c á l c u l o  do v a l o r  m é d i o  de P f que é:
Íh , rvy* vy* VH'(P.) = [JLi----JLL _ JLi_ _ ^JL]d3X (2.3)
■*- 2 'F* ^ y
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o u
(P-) = / ¥*(- ih ^ V ) d 3X = < P 0 > (2.4)P
Se d e s e j a r m o s  uma e x p r e s s ã o  em termos só de funções, 
escrevemos (2.2) sob a forma
(P^) = m  / 'F*v'l/ d 3X + im / y*v^'J; d 3X = m(v) + im (v^) (2.5)
Como (P^) deve ser r e a l ,■ p r e c i s a m o s  d e m o n s t r a r  que 
(v^) = 0. Isto é feito u san do (1.5) e, então,
( v j  = - -  f —  P d 3X 
2m p
1 2m
pois sobre todo o e s p a ç o  a d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  se a n u l a  , 
para estados ligados. Assim, (2.5) se torna:
(Pf ) = m  (v) (2.7)
e, sob esta forma, a e quiva l ê n c i a  m o s t r a d a  em (2.4) é ainda mantida.
P-ara o c á l c u l o  de (P^) , tomamos (1.10) e m u l t i p l i c a ­
mos os dois lados por (2m) e escrevemos:
(Êp = 7  Y* d 3X = m2 (v5-) - m 2 (vT) + mh / (V.v±) W d ^  -
- ihm / (V.v) W d 3X + 2i m2 / (v.v^ W . d 3X (2.8)
onde, s u b s t i t u i n d o  "v" e "v^ por suas expressões c o r r e s p o n d e n  - 
tes (1.4), mas p r e s e r v a n d o  os termos quadráticos, vem:
(Pp = m2 (v3-) - m 2 (^) - h2 / y*V2¥ d 3X + -  /[(— ) + (— )2]Y*'F d 3X
i i 2 y y
(2.9)
C o n s i d e r a n d o  sep aradamente a p r i m e i r a  integral:
li = - h 2 / y * V 2'l' d 3X
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li = - h 2 [ +°° - / ^ . V ¥ * d 3X]
— 00
como o p r i m e i r o  termo de li se anula nos extremos (sempre se con 
siderando e s t a d o s  ligados, uma vez que para p r o b l e m a s  de e s p a l h a  
m e n t o  a s i t u a ç ã o  é diferente), a e q u a ç ã o  (2.9), fica:
________  h 2  y u y  2m 2 (v2. ) + ■—  / [(^—)+ (— )] y * y d 3X (2.10)
1 2 Y
(Pj) = m 2 ( v M  + m 2 (vT) (2.11)
2 m 2 (v^)
É de interesse notar que se c onhecermos as v e l o c i d a ­
des "v" e "v.", o c á l c u l o  do v a l o r  m é d i o  é imediato se e f e t u a d oi
co m  o a u x i l i o  da e q u a ç ã o  (2.11). A l é m  disso, o que se t e m  em
(2.11) são v a l o r e s  m édios de funções - m a r c a  d istintiva da f o r m u  
lação h i d r o d i n â m i c a  - e uma e q u i v a l ê n c i a  c o m pleta com o v a l o r  mé 
d io dos o p e r a d o r e s  na formulação usual. Efetivamente, se em
(2.11) usarmos, uma vez mais, a d e f i n i ç ã o  (1.4), teremos:
m 2 (v2 + v^) = h 2 / . V'í'*d3X = - h 2 / y * V 2y d 3X
e pondo dv = V.V'Fd3X e u = V * , ao r e s o l v e r m o s  por partes, vem:
e conseg u iremos, assim, a equiva l ê n c i a  desejada. A  saber,
( P p  = / ¥ * ( -  h 2 V 2 ¥)d 3 X = <Po2p > (2.12)
De m a n e i r a  dif erente e s creveremos a d i s p ersão AP. Sa 
bemos (da f o r m u l a ç ã o  usual) que AP = /<P2 > - < P > 2 . Com as e q u a ­
ções (2.7) e (2.11), torna-se:
p o i s ,
£ 1  / [ÜÜ. + ^ ] 2 y * Y d 3X
\j/*
( P p  = m 2 (v2 ) - 
o u ,finalmente:
AP = m  / (v7*) + (vT) - (v)2
O p r oduto de incerteza p o s i ç ã o - m o m e n t o  ê
A x  Ap  = m  A x  / (.Av) 2 + ( Ã v T T 2 S — (2.14)2
in d i c a n d o  a d e p e n d ê n c i a  com a v e l o c i d a d e  i m a g i n á r i a  . Para
aqueles casos em que < v > 2 = < v 2>, Av = 0 e , então, temos q u e  o 
pr o d u t o  de incerteza d e pend e e x c l u s i v a m e n t e  da c o m p o n e n t e  i m a g i ­
n ária da velocidade. Aqui m o s t r a m o s  - c o m o  d e  outro m o d o  o fize-
(25)ra m  FALCO, M A R T I N O  e SIENA p a r a  a f o r m u l a ç a o  e s t o c a s t i c a  da 
M e c â n i c a  Q u â n t i c a  que o p r o d u t o  de i n c e r t e z a  p o s i ç ã o - m o m e n t o  é 
de v i d o  à v e l o c i d a d e  i m a g i n á r i a -^ ,  e, t a m b é m  p o r  decorr ê n c i a ,  de 
v i d o  à c o m p o n é n t e  temporal "t^" que a p a r e c e  d e f i n i d a  em (1.7).
P r o s s e g u i n d o , d e t e r m i n a r e m o s  os v a l o r e s  m é d i o s  das
funções e |h_^|2 que m o s t r a r e m o s  ser iguais aos m esmos v a l o r e s
mé d i o s  dos opera d o r e s  R e R 2 da f o r m u l a ç ã o  usual.op op
Para valor m é d i o  de , b a s t a  t o m armos a m é d i a  d e  ca 
da um dos t e rmos que a p a r e c e m  na f unção h a m i l t o n i a n a  hidrodinâmi. 
ca d e f i n i d a  em (1.62):
(H ) = (1/2)m (v+iv . ) 2 - —  (V. (v+v. ) + (V) (2.15)l x 2  1
e aí i n t r oduzimos os resul ta dos obtidos p a r a  o c á lculo do v a l o r  
m é d i o  da f u nção P^ dados em (2 . 1 1 ), escrevemos:
“Õ Ç j  = 1 / 2  m ( 7 )  + 1/2 ra(^) + (V) (2.16)
Co m  (2.16) podemos c a l cular os v a l o r e s  m édios p a r a  a 
e n e r g i a  de cada um dos estados do sistema, b a s t a n d o  o c o n h e c i m e n  
to das v e l o c i d a d e s  "v" e "v^". 0  c á l c u l o  d e s e n v o l v i d o  em (2.16) 
é a b s o l u t a m e n t e  equivalente ao c á l c u l o  do v a l o r  m é d i o  do o p e r a  - 
dor fl, usual. Para se v e r  a equivalência, b a s t a  s u s b s t i t u i r m o s  em
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(2.16) as e x p r e s s õ e s  diferenciais (1.4) para as veloci d a d e s .
Na seqüência, esten d e r e m o s  os r e s u l t a d o s  a n t e r i o r e s  
para o v a l o r  m é d i o  |h ^ | 2 . Afirmamos que:
<R 2 > = / 'F*H* H ^ d 3X (2.17)op f f
cuja d e m o n s t r a ç ã o  faremos em seguida. D e s e j a m o s  demonstrar, e f e ­
tivamente, que:
/ ¥*11 ^ d 3X = / VF*H* ¥ d 3X (2.18). op f f
h 2onde R = - —  V 2 + V  é o opera d o r  h a m i l t o n i a n o  usual e H,. = 
°P 2 m  f
= — m  (v2 - v 2. ) + imv.v. - —  V. (v+iv.) + V  ê a função h a m i l t o n i a -2 1 1 2 1 
na na hid rod i n â m i c a ,  escrita em termos das velocidades.
T o m a n d o  separadamente o lado e s q u e r d o  de (2.18) - q u e  
d o r a vante d e n o m i n a r e m o s  "lado usual" - e desenv o l v e n d o - o ,  vem:
/ ¥*[_ —  V 2 +V] [- —  V2Y + W ] d 3X = / ¥*{—  V >  +
2m 2m 4m 2
li
+ [(_ V 2 V)'i' - —  V V . W  + —  W 2^  + V 2 Y} d 3X (2.19)
2 m m  m
1 2 1 2 1 3
Em  (2.19), no i n t e g r a n d o , temos três termos d i s t i n  - 
tos. O te r mo li que corres p o n d e  à e n e rgia cinética quadrática, o 
t e r m o  I 2 , q u e  é o termo cruzado com o p o t e n c i a l  e o termo e x c l u ­
sivo do p o t e n c i a l  q u a d r á t i c o  I 3 que é equivalente nas duas_formulações.
Re s o l v e r e m o s  inicialmente a integral I' abaixo: 
h 4li = f V 4 'l,'i,* d 3X (2 .2 0 )
4 m 2
Na p r i m e i r a  das integrações por partes, e s c o l h e m o s  
y = dv = d 3X
de m o d o  que:
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li = V 3 y /*°° - / V 3 'i' V¥*d 3 X] (2.21)
4m 2 °
e assumiremos que o p r i m e i r o  termo da i n t e g r a ç ã o  acima se anule 
nos extremos (sempre p a r a  estados ligados). Então,
Ix = - / V 3Y V Y * d 3X
4m 2
Es c o l h e n d o  u = VY*, dv = V 3 Y d 3X e i n t e g r a n d o  por 
partes, t o m a n d o  n o v a m e n t e  o p r i m e i r o  t e r m o  da integração c o m o  nu 
l o , t e m o s :
h *Ix = -ü— / V 2 H/*v2  ^  d 3X (2.22)
4m 2
- - Agora, o termo cruzado c o m  o p o t e n c i a l  é:
I 2 = _ —  f v2v  W  d 3 X - —  / ¥*vv.vy d 3X - —  / V  Y*V2Y d 3X (2.23) 
2 m m  m
A  p r i m e i r a  das integrações, p o r  partes, m e d i a n t e  a 
es colha u = ¥*¥, dv •- V 2 V d 3X dá:
-— / Y * V Y . V V d 3X + —  / ¥ V Y * .VVd X 2m 2m
já que o p r i m e i r o  termo se anula nos extremos. Portanto, a e q u a ­
ção (2.23) se torna:
I 2 = _ —  / ¥*W.VV d 3X + —  / Y VV.VY d 3X - f V í * V 2}¥ d 3X (2.24) 
2 m  2 m m
N o v a  integração por partes, r e l a t i v a  a p r i m e i r a  das 
integrais, o n d e  se escolhe u = dv = V V d 3X e se toma o p r i ­
m e i r o  termo c o m o  nulo, fornece:
I 2  = —  / V ^ . W  d 3X - —  / W * V 2Y d 3X + —  / Y V V . W  d 3X (2 . 25 ) 
2 m 2 m 2 m
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F inalmente, o u t r a  i n t e g r a ç ã o  p o r  partes, na p r i m e i r a  
das integra is a c i m a  dá:
- —  / V  V ¥ * .VVd 3X - -h— / V V  V 2 ¥ * d 3X 
2 m  m
_ opois e s c o l h e m o s  u = e dv = VV d X e tomamos o p r i m e i r o  t e r ­
m o  nulo nos e x t r e m o s . Então,
h 2 ' V 2 ¥ V 2 y*I 2  = - -n— / V'F*Y [ + 1-2— ] d 3 X
2 m  y Y*-
ou
h 2 VV 2 VV*I 2  = _ i1— / VV*'}' [ ( — ) 2 +:■ (—  ) + V. (—  + ^ —) ] d 3X (2.26)
2 m  ¥ V \p y*
se u s armos as identidades:
I I I  , v . (^ )  ♦ ■ ■ & ) ’
V2y* + .VV* ,V¥* a ---  = V..(-- ) + (-- )\J/* V}/* u/*
Portanto, o "lado usual" c o m  li, I 2 e I 3 está c o n v e ­
n i e n t e m e n t e  d e s e n v o l v i d o  e é:
Lado usual = —  / V2^. V2^ d 3X - —  / V W  [ (— ) 2 + (— ) 2  +
4m2 2m ■ Y Y . ■
->■
+ V. (—  + )]d3X + / fd X  ( 2  27)
Agora,- d e s e n v o l v e n d o  o "lado h i d r o d i n â m i c o " , temos:
/{— m2 (v2 +v2 )2 + - h m V , v .  (v2- ^ )  + —  ((V.v.)2+ (^.^.)2 - mhv.v. (V.v)]
4 1  2 1 1 4 1  i  i
+ [h V. vv + m  (v2 - v ^ ) ] V' + V 2 } W  d 3X ( 2  28)
e se intro d u z i r m o s  "v" e "v^" como a p a r e c e m  em (1.4) os t ermos 
do p r i m e i r o  c o l c h e t e  e do segundo, r e s p e c t i v a m e n t e  são:
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1 h 4 VH'* "vyJ- m 2 (v2 + v 2. ) 2 = —  [(-—  ) 2 (— )2 ]
4 1 4m2 Y* 'V
1  hmtf.5} (v=-ví) = Ü  i f l  & ■ ) ’ + Ã ’ - ( I 5 V  - 2 < ? V
2  1  Sm2 ¥ y* y y* vjr y*
+ v ü  (V ^ ) 2  _ (f a )It]
\J/ \J/* \}/
h 2 h 4 V2^* V2^ V2xi>* W *  V2W VV*-- [ (V.v)2 + (V.v.) ] = —  F-2- —  - í— (-^-)2-(^—)2 — + (^- )2 (— )2]
■ 4  1  4m? ¥* y y* y 4/* ¥ y* y
_u h 4 rV 2 y* , W \ 2 ,h *sn  o , W \ 2 , w , 2 v2¥* ,w,,- mh v.v. [V.v] ------- [-----(--- ) 2 - (--- ) +2(--- ) 2 (— ) 2 -------(— ) 2 +
8 m 2 VF* ¥* 'y* VH* y ' y
+ I Ü  (f a )a _
Somados todos eles, os t e r m o s  do p r i m e i r o  c o l c h e t e  , 
que c o r r e s p o n d e m  â energia c i n é t i c a  q u adrática, J x são:
h 4J x = / V 2 2 'i'*d 3X (2.29)
4m 2
De m a n e i r a  análoga, na e q u a ç ã o  (2.28), os t e r m o s  cru 
zados c o m  o potencial, J 2 , são:
-*■-»- h 2 -»-■ VV* VVh (V.v . ) = - 2 -  [V. ( ^ -  + 1 1 )]
1  2m V* Y 
h 2 vv*m ( v 2 - v 2 ) = - — [ ( — ) 2 + (— )2 ]
2 m  Y* V
e,então, somando-os, temos:
-> -¥■ — h 2 Úvy* • ÚwJ 2 = - —  / V W  [V. (—  + — ) + ( — ) 2 + (—  )2] d 3X (2.30)
2 m  y* \}/ vj/ y*
De posse destes resultados, e screvemos o "lado h i d r o  
dinâmico" como:
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Lado h i d r o d i n â m i c o  = —— / V 2 ¥ V 2 y * d 3X - —  / [ ( — ) 2 + ) 2 +
4m2 2m V V*
+ V. (—  + - ^ ) ]  d 3 X + / 'F*V2 'Fd3X (2.31 )\J/ V[/*
C o m p a r a n d o  as equações (2.31) e (2.27), o b s e r v a m o s  
que são idênticas, d o n d e  concluímos que a e q u i v a l ê n c i a  a f i r m a d a  
em (2.18) dá-se; ou se quisermos, que o b t i v e m o s  uma forma a l t e r ­
n ativa p a r a  o c á l c u l o  dos v a l ores m é d i o s  dos o p e r a d o r e s  fí e
fi2 , que ê, em essência, m a i s  simples e que d e v e  levar aos m e s m o s  op ~
resultados q u e  a forma usual.
D E  LA P E S A d e s e n v o l v e n d o  a c h a m a d a  E l e t r o d i n â m i c a  
Estoc á s t i c a  não c o n s e g u i u  d e m o n s t r a r  a e q u i v a l ê n c i a  dos dois c a ­
minhos a f i r m a n d o  que < H 2 >R (estocástico.) d i f e r i a  em geral, de 
<H 2 ( q u â n t i c o ) . Ora, isto n ão ocorre c o m  a f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i ­
nâmica. Por isto, a tribuímos  a d i s c r e p â n c i a  e n t r e  as duas f o r m u ­
lações, que supúnhamos serem s emelhantes n e s s e  particular, ao fa 
to de a a s s i m  chamada formu l a ç ã o  e s t o c á s t i c a  da M e c â n i c a  QuântjL 
ca não possuir u m a  f unção h a m i l t o n i a n a  geral c o m o  nesta f o r m u l a ­
ção h i d r o d i n â m i c a  que aqui desenv o l v e m o s  a p a r t i r  d e  uma lagran- 
geana o b t ida por p r o c e d i m e n t o s  clássicos.
Ou t r o  fato digno de nota ê que na o b t e n ç ã o  d e s t e s  re 
sultados n ão se u s o u  u m a  regra de c o r r e s p o n d ê n c i a  e s pecífica, co 
m o  por exemplo, a Regra de C o r r e s p o n d ê n c i a  de W e y l  e m e s m o  assim, 
a e q u i v a l ê n c i a  foi demonstrada.
CAP ÍT ULO III
AS RELAÇÕES VE INCERTEZA EMERGIA - TEMPO
3.1. 0 tumpo como um ob.òe.?ivãv&l na Mecânica Quântica.
Ordina r i a m e n t e ,  o tempo não ê e n c arado como u m  opera
dor. Isto ê, não sé lhe a s s o c i a  u m  o p e rador h e r m i t i a n o  n o  E s p a ç o
(26)de H i lbe rt desde que PAULI m o s t r o u  ser isto impossível. O b s e r  
v amos que a relação:
[R, T] = - ih (3.1 )
se s a t i s f e i t a  por u m  o p e r a d o r  t empo T hermitiano, i m p lica q u e  o
o p e rador fi deva p o s s u i r  u m  e s p e c t r o  de v a l o r e s  próprios contí -
nuos de a + °°. Gomo isso n e m  sempre ocorre, não deve e x i s t i r  ,
no E s p a ç o  de Hilbert, u m  o p e r a d o r  h e r m i t i a n o  í que s a t i s f a ç a  a 
relação (3.1).
Entretanto, algumas tentativas t ê m  sido feitas no 
sentido de c o n s t r u i r  tal o p e r a d o r  m e d i a n t e  um t r a t a m e n t o  m a t e m á ­
tico que, a b a n d o n a n d o  o e s p a ç o  de Hilbert da f ormulação u s u a l  ,
opera com funcionais n o  Super E s p a ç o  de Hilbert, de acordo c o m
(27)sua formu l a ç a o  a p r e s e n t a d a  por R O S E M B A U M  e t a m b e m  a b o r d a d a  por
(28 29)outros aut ores como F U J I W A R A  ’ . E m  trabalhos recentes, G O T O  
(30 31")<Lt clC  ’ , d e s e n v o l v e n d o  u m  f o r m a l i s m o  onde o tempo e t r a t a d o  
em pés de igualdade com as coorde n a d a s  espaciais, p r o p u s e r a m  uma 
formulaç ão altern a t i v a  da M e c â n i c a  Quântica, onde o tempo é c o n ­
siderado u m a  v a r i á v e l  d i n â m i c a  e não s i m plesmente uma p a r â m e t r o  
de e s p e c i f i c a ç ã o  da o r d e m  de ocorr ê n c i a s  dos estados de um siste 
ma, como u s u a l m e n t e  é tratado. D e dicaremos a p r ó x i m a  secção ao 
a p r o f u n d a m e n t o  de u m a  a p l i c a ç ã o  simples do opera d o r  tempo para
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a partí c u l a  livre u sado por R O S E M B A U M  e outros.
É útil o bservarmos ainda que a o b j e ç ã o  de PAULI a c i ­
m a  referida p r e s s u p õ e  u m  o p e r a d o r  í c o n t í n u o  comoé c o n t í n u a  a va 
riável t e m p o r a l  da M e c â n i c a  Clássica. Aqui, introd u z i r e m o s  uma 
uma v a r i á v e l  temporal composta de uma c o m p o n e n t e  "real" t e o u ­
tra c o m p o n e n t e  "imaginária" t ^ . E f e t i v a m e n t e ,  a c o m p o n e n t e  real 
t é a m e s m a  c omponente clássica, que é contínua, mas o m e s m o  não 
se dá n e c e s s a r i a m e n t e  com a n o v a  c o m p o n e n t e  introduzida, a saber, 
"t^". Isto nos possib i l i t a  uma "abertura" na invest i g a ç ã o  sobre 
uma forma p o s s í v e l  do o p e ra dor t e m p o  no f o r m a l i s m o  hidrodinâmico. 
De fato, essa t e n t ativa será discutida.
3.2. 0 ope.fia.doA tzmpo e. a pan.tZcu.lia
A  significação c l á s s i c a  da v a r i á v e l  t e m p o r a l  p a r a  o 
caso de u ma p a r t ícula livre é a p r e e n s í v e l  da razão t ^ r / v  de m o ­
do que, q u a n t i c a m e n t e , a idéia i n t u i t i v a  é a mesma, i.ê., o o p e ­
rador temp o é definido por:
T = -  [x -  + -  x] (3.2)
2  P P
e envolve u m a  certa s i m e t r i z a ç ã o  e a u t i l i z a ç ã o  da c o r r e s p o n d ê n ­
cia
P -»■ - ihV & x
Para tornar mais simples os cálculos posteriores, es 
creveremos  o operador (3.2) na r e p r e s e n t a ç ã o  de momento, o n d e , e m  
u m a  d i m e n s ã o
X -* ih —  P -> P
3p x x
e ,e n t ã o ,
t = Sill [1 _?------L] ,3.3,
2  p 3p p 2
Para uma função <p (p) qualquer, o operador (3.3) deve 
o b e decer  à condição de h e r m i t i c i d a d e  d e f i n i d a  por:
(27)
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/ [T<Mp)]* < M p ) d 3p = / <j>* (p) í(j)(p)d3p (3.4)
Ora, r e e s c r e v e n d o  o lado e s q u e r d o  de (3.4), sempre 
para o caso unidimensional, temos:
/  [T<Mp)]* <Mp)d3p = -  —  [/ -  (D) (J) (p)d3p -  /  — (j)* (p) 4) (p)d3p]
2  p 9p p 2
(3.5)
como / — d 3p = - / <p* (p) [— —  - —  c))3 d 3 p, v e m
P 3p P 9P P 2
/[T <Mp)]*cMp)d3p = —  [/ <j>*(p) ( - - ---- -) 4>d3 p] = / cj)*(p)T<Mp) d3p
2 P 9p p 2
(3.6)
portanto, o o p e r a d o r  $  .na forma (3.3) é hermitiano. D iante disso, 
para este c a s o  p a r t i c u l a r  em que o e s p e c t r o  do o p e rador h a m i l t o -  
n i a n o  fi ê contínuo, podemo s supor que é v á l i d a  uma e q uação de au 
tovalores na forma
í f(p) = t f(p) (3.7)
onde t são a u t o v a l o r e s  do o p e r a d o r  T, que suporemos serem reáis 
e f(p) é u ma função a ser determinada. A  e q u a ç ã o  (3.7) p o d e  ser 
resol v i d a  ao reescr e v e r m o s  T na forma (3.3) o b tendo a e q u a ç ã o  di 
ferencial
2  3_f_(_p)_ _ fMp)^ = _2t_ f (p) (3 .8 )
p 3p P 2
cuja solução, não normalizada, é:
1 /  4-
f(p) = A  p exp [- p 2 ] (3.9)
2 mh
Esta seria a a u t o f u n ç ã o  d o  o p e rador tempo na r e p r e  - 
sentação  de momento. Para nos c e r t i f i c a r m o s  de sua v e r a c i d a d e , , 
p r o c u r a r e m o s  sua transformada de F o urier g(x) e tentaremos v e r i ­
ficar r e l a ç ã o  análoga a (3.7) na r e p r e s e n t a ç ã o  de posição.
Começamos por introduzir a função g(x) definida pela 
t r a n s f o r m a ç ã o
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g(x) = (2 hu) ^  f + [f (p)exp(— px ) ] d p  (3.10)
_ o o  h
Ora, na r e p r e s e n t a ç ã o  de p o s i ç ã o  d e v emos b u s c a r  uma
forma alter n a t i v a  p a r a  o o p e r a d o r  (3.2). Essa forma é o b t i d a  se
introduzirm os uma e x p r e s s ã o  c o n h e c i d a  p a r a  o o p e r a d o r  (1 /p) de -
(32)senvolvida por D T E R  H A A R  , q u e , de c erto m o d o , c o n torna o pro 
blema de singul a r i d a d e  que deve s u r g i r  para p = 0. Temos, então,
p
ou
p h x
que trans forma (3.2) em
2 h
e fornece a equação
T = —  [x /x ... dx' + /x x' ... dx'] (3.12)
— oo _ o o
T g(x) = ——--- [x /*°° f (p) • e dx' dp + /*°°f (p) x'e h dx'dp]
2 h/ 2 irh
(3.13)
Depois de u m  c á lculo r e l a t i v a m e n t e  delicado, m o s t r a -
se valer
T g (x) .= t g (x) (3.14)
q u e ,e f e t i v a m e n t e , corres p o n d e  a uma e q u a ç ã o  de autov a l o r e s  do 
o p e r a d o r  tempo na repres e n t a ç ã o  de posição. E m b o r a  estes a u t o v a ­
lores não s ejam facilmente determináveis, esses d e s e n v o l v i m e n t o s  
p o d e m  a u x i liar uma p o s t e r i o r  i n s peção em t o r n o  das v a r i á v e i s  t e m  
p orais até m e s m o  na formul aç ão hidrod i n â m i c a ,  na qual p r o c u r a r e ­
m os dar uma interp r e s t a ç ã o  diversa das usuais p a r a  o n o v o  p a r â m e  
tro temporal introduzido.
Como ú ltimo desenvolvimento, p o demos c a l c u l a r  o comu 
tador entre o operador h a m i l t o n i a n o  fí e o o p e r a d o r  tempo T, já 
que, no caso da p a r t ícula livre o único p r o b l e m a  que surge c o m  
os espectros dos operadores ê a s i n g u l a r i d a  em P = 0 p a r a  o ope-
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rador tempo, que pode ser c o n t o r n a d a  p a r c i a l m e n t e  m e d i a n t e  a for 
m a  (3.11) para o o p e rador 1/P.
N a  r e p r e s e n t a ç ã o  de m o m e n t o
[fl, T] <p (p) = —  [—  (- -^ - -£-) ] - — [- —  (&- <P (p)) - (3.15)
2 m 2  p 9p p 2 2  p 3p 2 m 2 m
ou
[R, T] = - ih
que satisfaz a r e lação (3.1) e como os operad o r e s  que aí a p a r e  - 
cem são h e r m i t i a n o s , p o d e-s e d e m o n s t r a r  f o r m a l m e n t e  que
AH AT ^ h/2 (3.16)
3.3. 0 tzmpo d e. n-òtac-Lo na.nÁ.zdade..
O não aparec i m e n t o  do t e m p o  como um o p e r a d o r  na Equa 
ção de S c h r ö d i n g e r  e sim co mo u m  parâmetro, torna p a r t i c u l a r m e n ­
te difícil o e s t a b e l e c i m e n t o  das relaç õ e s  de incerteza e n e r g i a  - 
t empo de u m a  forma direta. 0  que se faz, usualmente, é d e r i v a r  a 
incerteza e n e r g i a - t e m p o  da c o r r e s p o n d e n t e  i n c e rteza p o s i ç ã o  - mo 
m e n t o  o b t i d a  através de c ã l culo direto, isto é, a p a r t i r  das d i £  
persões nos operadores associados a essas v a r i á v e i s  e daí o b t e r
o v a l o r  da d i s p e r s ã o  temporal.
Alguns trabalhos t r a t a m  m a i s  d e t i d a m e n t e  do p r o b l e m a
(33)do o p e rad o r t e m p o  em conex ão  com as relaç õ e s  de i n c e r t e z a  . No 
p r ó x i m o  c a p í t u l o  nós t a m b é m  o tentaronos a p a r t i r  da f o r m u l a ç ã o  hi_ 
d r o d i n â m i c a  da M e c â n i c a  Quântica.
Aqui nos deteremos n o  p r o c e d i m e n t o  e s t a b e l e c i d o  por 
E BERLY e S I N G H ^ ^  e r e t oma do  por B L A N C H A R eP ^  q u e , ao invés de 
tratar do o p e r a d o r  tempo, t r a b a l h a  com u m  "operador tempo r e c í ­
proco" que t e m  sua e xistên ci a d e f i n i d a  para todos os s i s temas 
q uânticos com uma matriz d e n s i d a d e  e u m  hamiltoniano. Na verdade,
o tempo r e c í p r o c o  é em algu m sentido, a derivada t e m p o r a l  da m a ­
triz d e n s i d a d e  p, i.é., p .
Para os sistemas e s t a c i o n á r i o s  <£>> = 0. Assim, toma- 
se a d i s p e r s ã o  em p como uma m e d i d a  do "grau de estacionariedade" 
do sistema e a partir daí, p o d e - s e  d e f inir u m  "tempo de e s t a c i o -
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nariedade" T , tal que:
(1/Ts )2 = (Ap)2
Pode-se provar, para q u a l q u e r  sistema, a p a r t i r  de
(3.17)
(3.17) que
T 2 A H 2 > h 2  s
que é justamente, a p r e t e n d i d a  r e l a ç ã o  de i n c e rteza e n e r g i a - t e m -
- (34)po. Como foi n otado no trab alho em q u e s t ã o  , o "tempo de e s t a -  
cionariedade" q uando a p l i c a d o  a um p a c o t e  de ondas é i d ê n t i c o  ao 
tempo de e s p a l h a m e n t o  do pacote; e q u a n d o  a p l i c a d o  ao d e c a i m e n t o  
de estados excitados, iden ti f i c a - s e  com o tempo de v i d a  do esta 
do.
Para exemplificar, c a l c u l a r e m o s  a r e l a ç ã o  de i n c e r t e  
za e n e r g i a - t e m p o .a .p a r t i r  da d e f i n i ç ã o  (3.17) para os e s t a d o s  
coerentes |a> do o s c i l a d o r  harmônico.
Neste problema, que será o b j e t o  de análise m a i s  deti 
da no p r ó x i m o  capítulo, a matriz d e n s i d a d e  é:
p = a><a (3.18)
U s a n d o  a "picture" de S c h r ö d i n g e r  onde
v e m
ou
e, assim,
p o r t a n t o ,
è = —  te, p] 
ih
<p> = —  < [fi, p ] > 
ih
<p> = —  < a | ( H | a > < a  
ih
- a ><a H ) a>
< p >  = —— ( < a j H  I a > < a | a >  -  < a | a > < a | H | a >  
ih
<p> = 0
(3.19)
(3.20)
(3.21 )
(3.22)
A  d i s p e r s ã o  e m  í é d e f i n i d a  de m a n e i r a  usual, i s t o  é,
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(Ap ) 2 = < p 2 > - < p > 2 (3.23)
e, em v i s t a  de (3.22) se torna
(A5 ) 2 = < P 2 > (3.24)
Então, por (3.19) escrevemos
<p2> = - —  <a|(Rp - pH) (Rp - pfl) |a> = --— <a| (fl|a><a| -
h 2 h 2
|a><a|fi)(fi|a><a|a> - |a><a|fi|a>) (3.25)
e, lembrando que <a|a> = 1 , v e m
<p2> = —  <a| (H|a><a|fl|a> - R|a><a|a><a|fi|a> - laxalfi2 |a> + 
h 2
|a><a|R|a><a|fl|a>) = — —(<a|fl|a><a[fl|a> - <a|fl|a><a|R|a> -
h 2
<a|a><a|R2 |a> + <a|a><a|fi|a><a|fl|a>) 
d o n d e ,
< p > 2 = — [<a|fl2 |a> - (<a|fi|a>)2 ] (3.26)
h 2
C o m o  <a|fi2 |a> = < R 2 > e (<a|fí|a> ) 2 = <fi> 2  p o d e - s e  usar 
(3.24) e escrever:
(Ap ) 2 = —  [<R2> - <fi>2]
ou
(Ap ) 2 = —  (Afl) 2 (3.27)
h 2
A  p artir de (3.17), finalmente temos
Tg Afi2 = h 2 (3.28)
que define exata m e n t e  a relação de incerteza e n e r g i a - t e m p o  busca 
d a .
3.4. 0 papel daò compone.n£e.A " fio,al" e. ” ■ímaglnanZa"
do ttmpo na faotimutação hZdAodZnâmZca da Mexâni.- 
ca Q u â ntica.
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3.4.1. 1 nttioduLçao .
No  formalismo h i d r o d i n â m i c o  que aqui d e s e n v o l v e m o s  , 
além da c o m p o n e n t e  real "t" u s a d a  na d e s c r i ç ã o  temporal dos fenô 
menos, i n t roduzimos uma nova c o m p o n e n t e  temporal, como u m  p a r â m e  
tro "t^", d e f i n i d o  como
V. dt = dr, (3.29)
para nos a u x i l i a r  na o b t e n ç ã o  das trajet ó r i a s  quânticas, ãs quais 
aludimos na seção I do C A P l T U L O  I. D e s e j a m o s  agora, a p r o f u n d a r a s  
aplicações dos parâmetros "t" e "t^" com o fito de r e levar seu 
papel na f ormu l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  da M e c â n i c a  Quântica.
Afirm a m o s  i n i c i a l m e n t e  que na d e s c r i ç ã o  de p r o b l e m a s  
quânticos estão envolvidas as duas compon e n t e s  temporais "t" e 
"t^". de. m o d o  a formarem entre si. um..plano (t x t^). Os p r o b l e m a s  
clássicos t ê m  sua completa d e s c r i ç ã o  tempo r a l  no eixo de tempo 
"real", isto é, não hã n e c e s s i d a d e  da introdução do p a r â m e t r o  
"t^" p a r a  a u x iliar a descrição. Por sua v e z , "t^" deve d e s e m p e  - 
nhar imp ort a n t e  papel na d e s c r i ç ã o  de probl e m a s  t i p i c a m e n t e  quân 
ticos, como mostra r e m o s  nos e x e mplos seguintes.
Porém, a descrição t e m poral c o m pleta do p r o b l e m a  d e ­
v e  ser f e i ta c o m  o auxílio dos dois parâmetros, ou seja, no p l a ­
no d e f inid o p o r  "t". e " t ^ " . Uma das implicações dessa c o n c e p ç ã o
- quiça a mais ousada e i m p o r t a n t e  - é a de que a i n c e rteza ener 
gia-tempo  e steja relacionad a ou seja devida a existência da c o m ­
po nente i m a g i n á r i a  do tempo, como já mostr a m o s  suas í.implicações 
nas relações de incerteza p o s i ç ã o - m o m e n t o  (equação 2.14). E kami- 
nemos agora, quatro exemplos ilustrativos.
3.4.2. Ex&mpJtoò .
a) PasitZcula. l-lvut.
Consideremos uma p a r t í c u l a  livre com o h a m i l t o n i a n o  
H = P 2 /2m. A  autofunção não n o r m a l i z a d a  do o p e rador h a m i l t o n i a n o  
R ê:
-¥■ —yi K . R
y (R) = A  e (3.30)
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As componentes da v e l o c i d a d e  q u â n t i c a  são:
-*■ h k - v = ---- r .
m
v ± = 0 (3.31)
onde k = Kr é o número de onda e r é u m  v e t o r  unitário. U sando 
as d e f i n i ç õ e s  (1.7) podemos integrar o c o n j u n t o  acima e o b t e r m o s  
uma e x p r essão explícita para R  tal que
R = R (t, t±) (3.32)
que é uma e q u a ç ã o  de trajetória. Ora, a p r i m e i r a  das e q u a ç õ e s  da 
das em (3.31) pode ser integrada d i r e t a m e n t e  a p artir de
e fornecer,
3R(t,tj ) = h_k - 
3t m
->■ Vi lcR = t + g (t±) ] r (3.33)
m
C o m  o auxílio da s e gunda equação dada em (3.31), v e ­
mos que ^  0 e, portanto, gít.^) = c t e . Assim, 
i i
->■ Vi .R = [—  t + c t e .]r (3.34)
m
E m  (3.34) poderíamos e x p r e s s a r  "t" ao inves de "R 
se d e s e j á s s e m o s  uma expressão explícita. N e s t e  exemplo p a r t i c u  - 
lar a c o m p o n e n t e  "t^" introduzida pela f ormulação h i d r o d i n â m i c a  
não fornece m a i o r e s  informações, b a s t a n d o  o c o n h e c i m e n t o  da c o m ­
p o nente u s u a l  ("real") para a d e s c r i ç ã o  tempo r a l  da s i t uação f í ­
sica. N u m  o u t r o  exemplo, mo stra r e m o s  que uma situação d i v e r s a  de 
ve ocorrer.
b) Vah.tlc.utcL na  c a i x a .
Aborda r e m o s  agora, em uma dimensão, o p r o b l e m a  de 
uma p a r t í c u l a  submetida a um p o t e n c i a l  do tipo
fOO , x < 0 ou x > a
V (x) =
0  , 0  < x <a
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C o n s i d e r a n d o  as condições de c o n t i n u i d a d e  i m p ostas 
sobre a a u t o f u n ç ã o  e sua p r i m e i r a  d e r ivada nos pontos x = 0  e 
x = a, a E q u a ç ã o  de S c h r ö d i n g e r  t e m  por soluções já n o r m a l i z a d a s  
as funções:
¥ (x) = n
/— sen KX 0 < x < a
a
v 0  x < ' 0  ou x > a
Ü7To n d e  K = — , pa r a  n = 1, 2, 3,... 
a
As v e l o c i d a d e s  v e v . , em m ó d u l o  são:i '
v  - 0
(3.35)
hk , , v. - - —  cotg kx
m
O s i s t e m a  (3.35) pode ser e s c r i t o  como um s i s t e m a  de 
duas equações diferenciais, a saber,
—  = o
3t
9x h k
(3 .36)
3 t . mi
cotg kx
I n t e g r a n d o  a segunda das equações (3.36),
, dx h k , ,. .../ — --------- = - ---- / dt + g(t)
cotg kx| m
vem: '
X (t,t .) = — arcosíexp K t . - g (t )]} (3.37)
1  K m  1
A  d e t e r m i n a ç ã o  da g(t) em (3.37) se faz com o auxí - 
lio da p r i m e i r a  das equações (3.36) e fornece:
9 X dg . .—  = —2 - = 0  g = cte.
91 dt
46
A  forma creral (3.37) se reduz a uma função de "t "i
apenas, já que não há m a i o r e s  i n f o r m a ç õ e s  a c e r c a  da c o m p o n e n t e  
"t". Assim,
X(t.) = 1/k [arcos (exp k ^  t - g] ) ] (3.38)
1  m
onde a v a r i á v e l  "t." está limitada e n t r e  e —  .
1  hk
Com isto, cremos s a l i e n t a r  a i m p o r t â n c i a  da u t i l i z a ­
ção das duas componentes temporais, pois ao c o n t r á r i o  d o  que ocor 
reu no e x emplo anterior, a e q u a ç ã o  de t r a j e t ó r i a  é aqui o b t i d a  
em função da c omponente "t^". V e m o s  então que por não d e t e r m o s  
m a iores informações sobre "t" para casos estacionários, o r e c u r ­
so â nov a c omponente t e m po ra l m o s t r a - s e  útil, pois p e r m i t e  que 
se fale em "mudança" segundo a c o m p o n e n t e  "t^" sabendo q u e  não 
há q u a l q u e r  m u d a n ç a  no s i s t e m a  em termos da compo n e n t e  u s u a l  "t".
c) 0 pacote. gau.4A4.ano.
Até aqui tratamos d e  dois p r o b l e m a s  e s t a c i o n á r i o s  on 
de uma das v e locidades se anulava. Tratemos a g o r a  de u m  p r o b l e m a  
de g rande  interesse, em um a dimensão, onde as duas c o m p o n e n t e s  da 
v e l o c i d a d e  quântica são não nulas, q u e  é o p a c o t e  g a u s s i a n o  que 
tomamos da literatura^36^
rtX't) = ^  e A °X exp [ -
(a't «ilil)1/.
(3.39)
ITT2
onde: <j> = - 0 - h ko — ; tg 20 = — £ , V g  = e a é a l a rgura
2 m  m a 2 m
do p a c o t e ,
Como,
iui2 / 2 1 ^  r- 2a2 [x - Vqt]2-, , ~ , , ,'Fp = /--- —y--------  exp [------ ------ =—4 , e <p nao d e p e n d e  de x,
ira / 4h2 t 2 \  4h2 t 2  n +  -----  a +> 2 
m 2 a4 n
as v e l o c i d a d e s  v e v^ são dadas por:
47
v . * Í Í S l  (X - vgt) = -3* < * / .* ! 1
1 m 2 a 3 t .i
v = i í l Ü ( x  - Vgt) + Vg = —  (t,t.) (3.40)
m 2a 9t 1
on d e,por c omod i d a d e ,  pusemos: 4 h 2 t 2
a = a 1* + ------
É fácil obervar que u m a  s o l u ç ã o  s a t i s f a t ó r i a  p a r a  as 
equações (3.40) é:
X = V g t (3.41)
h k H onde Vg = ----°o é a v e l o c i d a d e  de grupo e a equaçao (3.41) indi.
ca que o m  c entro do pacote m o v e - s e  c o m  essa velocidade.
N e s t e  caso, vimos que (3.41) não d e p e n d e  da c o m p o n e n  
te " t . U m a  o u t r a  solução, no entanto, pode ser encont r a d a  se 
nas e q u a ções (3.40) c o n sid er armos v a l o r e s  tais que t <<1. N este 
caso, as r e f e r i d a s  equações tornam-se:
■ --8 X „ _2 h_ (x t)
3 t . m a z (3.42)
1
3X 4 h 2 t (x _ t) + v  
3t ma
pois afi a \  Propomos uma s o lução geral de (3.42) uma função do 
tipo
X (t, t±) = Vgt + h ( t ) g ( t±) (3.43)
onde h(t) e g ( t .) são, r e spectivamente, funções exclusivas de 
"t" e "t^". S u b s t i t u i n d o  (3.43) em (3.42) e efetuando as d e r i v a ­
ções que aí aparecem, vem:
- Q -  g(t ) = -^9- (t )
m 2 a 2 d t .i
4h’t h(t) = dh(t)
(3.44)
m 2 a ‘t dt
48
cujas soluções são:
_ ^ 2 _  t
n- \ ~ m 2  a * i g (t. ) = C e
2 h 2
, -. . _ m 2 a 4  h (t) = D e
Então, (3.43) se escreve de m a n e i r a  geral (para t pe
queno) como:
X (t ,  t . ) = V  t + e ( e x p t ^ i -  + (-2 h -2 - —) ] (3.46)
1  ^ m 2 a 2 m 2 a 1’
onde e é u m a  c o n s t a n t e  geral envolv e n d o  C e D e d e t e r m i n a  o espa 
çamento das d i f e r e n t e s  curvas e m  (3.46). E m b o r a  tendo um â m b i t o  
de v a l i d a d e  l i m itado aos pequenos v a l o r e s  de "t", a equação (3.46) 
p ode ser ú t i l  p a r a  a c o m p r e e n s ã o  do c o m p o r t a m e n t o  do s i stema e 
também na i n v e s t i g a ç ã o  das relações de i n c e r t e z a  e n ergia - t e m p o  
n e s t e  caso parti c u l a r ,  como  teremos o c a s i ã o  de ver adiante.
d) Oò (L&ta.do6 co nfKíVLttò do o t> c.-ÍZado h. haAmÔni-CO.
N e s t e  exemplo, aplicaremos a f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i ­
ca da M e c â n i c a  Q u â n t i c a  aos estados coerentes do o s c i l a d o r  harmô 
ni co com o o b j e t i v o  de estabe l e c e r  a e q u a ç ã o  de t r a j e t ó r i a  e p o £  
t e r i o r m e n t e  (Sec. 3.5) investigar as relações de incer t e z a  ener- 
gia-tempo.
Os estados coerentes r e p r e s e n t a m  u m  tema de g r a n d e
(37) -inter e s s e  físico. O r i g i n a l m e n t e  t r atado por S C H R O D I N G E R  e de
larga a p l i c a ç ã o  na õ t i c a  Quântica e e n c o n t r a - s e  d e s e n v o l v i d o  por
(38 39 40)m u i t o s  livros t e x t o s  ’ ’ , tendo sido o b j e t o  de t r a b alhos ori
(41 42)ginais, n o t a d a m e n t e  os de G L A U B E R  ’
Os e s tados coerentes são os autove t o r e s  |a> do o pera 
dor de a n i q u i l a ç ã o  a e o b e d e c e m  â equação de autovalores.
a|a> = a|a> (3.47)
cuja solu ç ão é:
I  ^ - | a | / 2  „ a 1 1 I . . — ioot Àn.| a> = e 1 1 E ----- a = a 0 e (3.48)
n /n!
(3.45)
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Também, |a> pode ser e x p a n d i d o  na forma anterior, em 
termos dós estados e s t a c i o n á r i o s  | <fm> e, portanto, p o d e m o s  o b t e r  
a a u t o f u n ç ã o  ern termos de <f>0 , ou seja, o pacote
y (x) = e 1 6“ e x p . {- l i l l S  *> (3.49)
a hiT 4 A x 2  h
o n d e ,
2 k
<P>a = - /2h mco a 0 sencot; <x>a = a 0 /—  cosojt
Ax = /-
MüJ
h
2 mu
e e x p ( i 0  ) é o fator de fase g lobal que d o r a v a n t e  o m i t i r e m o s
0- / o/: \
p o r  não conter d e p e n d ê n c i a  e s p acial . N o t e - s e  que estamos u s a n  
do os res u ltados da f o r m u l a ç ã o  usual apenas por f i d e l i d a d e  ao 
t ratament o  original. Todavia, os result a d o s  que aqui u samos p o ­
d em ser facilmente o b tidos das equações de m o v i m e n t o  da f o r m u l a ­
ção hidrodinâmica.
De posse da função dada em (3.49) calcul a m o s  as v e l o  
cidades "v" e "v\" e obtemos, e m  v a l o r  absoluto,
v . = o) (x - <x>a) i
<P>a c n . v  = -----  (3.50)
m
que i m e d iatamente r e escrevemos em sua forma diferencial, ou seja,
—  (t,t.) = <P>a/m 
3t X
(t,t.) = co (X - <x>a) (3.51)
3 t . 1i
A  solução do sistema acima (3.51) é a função . Xítjt^)
X(t,t. ) = a 0 coscot + C ew t i (3.52)
Mu
dada por
onde C é u m a  c o n s tante que d e t e r m i n a  o espaça m e n t o  das c urvas des 
critas por (3.52).
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Para o p a cote g a u s s i a n o  a n t e r i o r m e n t e  tratato, só pu 
demos obter u m a  e q u a ç ã o  geral X(t,t^) m e d i a n t e  r e s t r i ç õ e s  sobre 
os v a lore s de "t". Aqui, d i v e r s a m e n t e ,  a solução o b t i d a  é g e n é r i  
ca e, portanto, p e r m i t e  uma d e s c r i ç ã o  t e m p o r a l  c o m p l e t a  da e v o l u  
ção dos estados coerentes. O b s e r v a m o s  q u e  para t = 0, as v e l o c i ­
dades se t o r n a m
v  = 0 , v . = cúx e x = c exD . (w t . )
7 X " X
que são as m esmas obtidas para o e s t a d o  f u n d a m e n t a l  do o s c i l a d o r  
ha r m ô n i c o  u n i d i mensional, isto é, u s u a l m e n t e ,  para t = 0 , d e v e  -
mos ter Ia> = ¥ (X,0).
1 a
A  função h a m i l t o n i a n a  h i d r o d i n â m i c a  H f pode e n t ã o  ser 
e s c rita a p a r t i r  da função m o m e n t o  P^ q u e  é:
cot.
P^ = m  [v + iv^l„,.= . ^  a 0 / 2 hmõT senwt + imco C e  (3 .5 3 )
To m a n d o  a forma g e r a l  da f unção h a m i l t o n i a n a  h i d r o d i  
n ã mica da d a p o r  (1.62) temos:
H(x,t) = - hioa2o e -2:''cat + a 0x /2hm(jj3 e ~ ^ wt + — hw (3.54)
2
ou, e x p l i c i t a n d o  X(t,t^) c o n f o r m e  a p a r e c e  na e q u a ç ã o  (3.52), uma 
forma a l t e r n a t i v a  em termos dos p a r â m e t r o s  1 1 1 " e "t^" p o d e  ser 
escrita. De fato,
H (t, t . ) = hoja o + a o tu C + 1  hü) (3.55)1 2
E m  concreto, a f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  p e r m i t i u - n o s  
o b t e r  u m a  e q u a ç ã o  de t r a j e t ó r i a  (equação 3.52), estimar os v a l o ­
res m é d i o s  da energia e na seqüência, f a c i l i t a r  a análise das re 
lações de incerteza energia-tempo.
3.5. A.ó tL&laçõít. dz -Lnc.in.te.za £ne,Agta-tempo .
Para o e s t a b e l e c i m e n t o  d i r e t o  da r e lação de i n c e r t e ­
za e n e r g i a - t e m p o  no formal is mo h i d r o d i n â m i c o , suporemos q u e  um 
operador t empo adequado - sobre o qual falaremos mais Radiante 
(sec. 3.6) - agindo sobre a função de onda fornece uma e q u a ç ã o  
formalmen t e a n á loga ã equação (1.3), a saber,
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ÍV = (t + i t ) V (3.56)
onde i d e h t i f i c a r e m o s  a v a r i á v e l  t e m p o r a l  com
x f = (t + i t ±) (3.57)
mantendo no f o r m a l i s m o  h i d r o d i n â m i c o  sua c a r a c t e r í s t i c a  p e c u l i a r  
de tratar  com funções ao invés de operadores, c o m o  na f o r m u l a ç ã o  
u s u a l .
Definiremos, ainda, em a n a l o g i a  com a f o r m u l a ç ã o  
usual, os v a l o r e s  m édios da f unção como:
T 2 =  T*T = t 2 + t 2  f 1
____ 2 ___ ____  __ 2 _____2
T . p = T T * = t + t .  (3.58)f 1
de modo que a d i s p e r s ã o  na v a r i á v e l  t e m p o r a l  do f o r m a l i s m o  h i d r o  
dinâmico, d e f i n i d a  como:
59) 
torna-se:
At f = / ( A t ) 2 + (At±) 2 (3.60)
__ 2 ___  _____ 2
onde fizemos (At ) 2 = t 2 - t e, analogamente, (At ^ ) 2 = t T  - t^ .
N o s s o  o b j e t i v o  ê, então, e s t a b e l e c e r  de m a n e i r a  d i r e  
ta as r e l aç ões de incertez a e n t r e  a e n e r g i a  e o t empo u t i l i z a n d o  
a v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i c a  t ^ aqui introduzida, t e s t a n d o  
seu c o m p o r t a m e n t o  nos casos limites e v e r i f i c a n d o  sua aplicabili. 
dade futura em termos de uma a n a l o g i a  com o o p e r a d o r  t e m p o  já 
existente na literatura.
Passamos â invest i g a ç ã o  das disper s õ e s  nas c o m p o n e n ­
tes "t" e "t^" da v a r i á v e l  t e m p o r a l  para dois casos p a r t i c u l a r e s  
de real interesse: o p a c o t e  g a u s s i a n o  e os estados coere n t e s  do 
o s c i lador  harmônico.
a)  Pacote,  gauòò-íano .
Retomemos a equação de t r a j e t ó r i a  (3.46) o b t i d a  p a r a
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o p a cote g a u s s i a n o  f a z e n d o - s e  t m u i t o  pequeno. A n a l i s e m o s  agora
o c o m p o r t a m e n t o  da c o m p o n e n t e  "t^" da v a r i á v e l  t e m p o r a l  sob c i r ­
cunstâ n c i a  de que t = 0. Neste caso, a e q u a ç ã o  (3.46) se r e e scre 
ve: et.
X = e  e para x 2 0
3 t iX = - e  e para x < 0
(3.61 )
Para x â 0, fazemos
t. = -  In (—) (3.62)
1 B e
Como o que nos i nteressa são as dispersões, devemos 
usar a r e l a ç ã o
1At. = — / SLn2 x - £nx (3.63)
1  6
pois a d i s p e r s ã o  At^ i n d e pe nde da escolha da c o n s t a n t e  e , que de 
termina o 'e s p a ç a m e n t o  entre  as curvas d e s c r i t a s  por (3.61).
Para o b t e n ç ã o  de (3.63) devemos resolver:
_________ r z ~  ^  2 x 2
£ m 2 x = / ---- /+ e a 2 £ n 2 |x| dx
(3.64)
2 x 2
-£n x = / ---- / e a 2 £n x dx
/  2  _ 2 x 2
já que |'F | 2 = /  ---  e a 2 e o termo |x| aparece para p e r m i t i r
t = 0  TTa2
u m a  i n t e g r a ç ã o  entre -°° e +°° que independe da escolha de z . A s ­
sim, p o demo s reescrever:
/ 2 x 2
T T a 2 0
£ n 2x = 2  / ---- / e a 2 £n 2 |x| dx
(3.65)
2 x 200  £n x = 2  / ---- / e a 2 £n | x | dx
Tra2 0
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R e c o r r e n d o  ao resultados:
/ e ^ (Zn y) dy = —  [ (C + Jtn 4 ) 2 + ]0 8 2
/°° e~ £n y dy = - — [C + Jtn 4y] /—
(3.66)
4 y
e aparecen
da na e q uaç ão (3.63) é:
obtemos as integrais qu c e m  e m  (3.65) e a d i s p e r s ã o  At^ da
At. s 0.55 (3.67)
1  h
Procuramos agora a d i s p e r s ã o  na energia a p a r t i r  dos 
v a l ó r e s  m é d i o s  da função h a m i l t o n i a n a  d e f i n i d a  em (2.16) e (2.17) 
que já m o s t ramos ser e q u i v a l e n t e s  aos v a l o r e s  e s p e rados da formu 
lação usual. Então,
„ 1 T 7 2 2h 2 2 2i h Vg h 2Hj. = — m  V a 2 - ---- x 2 - -------- 2 . x + ---  (3.68)
2  m a  a 2 m a 2
ou, diretamente,
—  1  1  h 2H = -  m  V  2 + -  ---- • (3.69)
1  2  2  m a 2
_  _ g 2
pois, X = 0, X 2 = —- .
Igualmente, como = H* H^, vem:
iH | 2 4h  ^ 1 2 T 7 4 2h2 Vg 2 v 2  4h* ^  h 2 T 7 2 hkIH | 2 = ----- x H + — m 2 VI. + ----- ^ X 2 ------ X 2 + —  V  2 + ------
m 2 a 8 4 a V  m 2 a 6 a2 m 2 a 1<
(3.70)
o u ,d i r e t a m e n t e ,
h J 2 = Hl = -  m 2 V 1* + -  — —  + -  V -2 2 h-- (3.71)
f f 4 g 4 m 2 a't 2 a 2
2  _ _pois, 3Tr = —  a 1*. Então a d i s p e r s ã o  b u s c a d a  é:
16
( A H f ) 2 = ( A E ) 2 ' =  H j  -  H f 2 ’
(AE ) 2 = -  -9-
2  m 2 a 4 a 2
(3.72)
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As disper s õ e s  na v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i c a  e 
na energia dadas por (3.59) e (3.72) são, r espectivamente,
A t _ = / ( A t ) 2 + (0 .55 )2 5 ^ -t 1_ O
(3 .73)
2  m 2 a
onde deixamos At apenas indicado para e x p l i c i t á - l o  p o s t e r i o r m e n ­
te. Todavia, sabemos que At deve c o m p o r t a r - s e  de m a n e i r a  semelhan 
te a At^ (sua d e p e n d ê n c i a  c om a largura do p acote deve ser s e m e ­
lhante) .
C o n c r e t a m e n t e , se n o  p acote g a u s siano d a d o  e m  (3.39) 
c o n siderar m os a >> 1  , o b tem os  uma a u t o f unção para a p a r t í c u l a  li- 
vre n o r m a l i z a d a  numa caixa, na forma
1  i k 0x ic)>
Y ~ -  e e (3.74)
. /a
o que imp licaria num v a l o r  bem d e f inido para a energia. De fato, 
em (3.69) v e m o s  que = 1/2 m  V g 2 e, portanto,
AH^ -* 0  se a •* °
Por outro lado, esperamos que a d i s p e r s ã o  n u m a  v a r i ã  
vel temporal c o n v e n i e n t e  introduzida deva t o r n ar-se m u i t o  g rande 
pa ra não v i o l a r  a relação de incerteza e n e r g i a - t e m p o . De f a to,em
(3.73)
At^ -*■ 0 0 se a °
Desse modo, estabelecemos o p r o d u t o  de i n c e r t e z a  ener 
gia-tempo como:
AEAt = h /[- + - i ]  At 2 + 0.15 + 0.3 (3.75)
2  m 2 a 4 a 2 h 2
e, usando o fato ilustrado pela e q u a ç ã o  (3.41), podemos t a m b é m  
e s c r e v e r :
x a(t) =
Vg 2Vg
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ou geralmente, (At)2 = -----. Assim, a e q u a ç ã o  (3.75) torna-se:
4 V q 2
. T-i a h L 1  h 2 . „ m 2 a 2 V a 2 / 0A E A t _ = -  /1.6+— ---------  + 1.2 ------ y- (3.75')
1  2  2  m 2 a 2 V g 2 h 2
o que nos p e r m i t e  escrever,
AE A t â -  (3.76)
2
que r e p r e s e n t a  o p r o d u t o  de i n c e r t e z a  m í n i m o  desejado, u m a  vez 
q ue u t i l i z a m o s  uma e x p r ess ão  p a r t i c u l a r  para o c á l c u l o  da disper 
são em " t " .
Vimos, pois, como a v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i c a  
pode a u x i l i a r - n o s  na obten ç ã o  de u m  v a l o r  estimado, p o r é m  e s s e n ­
cialmente  c o r r e t o 1, para as r e l ações d e 1 ihcertézâ. Este fato m a r ­
ca u m  r e s u l t a d o  b a s t a n t e  i mportante no d e s e n v o l v i m e n t o  do f o r m a ­
lismo.
b) O-ò n ò t a d o í  coífLZntíò  do o6c.-ila.doti ka.fimÔyií.q. 0  .
F a r e m o s  uso da equação de t r a j e t ó r i a  para ispecionar
o c o m p o r t a m e n t o  da d i s p e r s ã o  na c o m p o n e n t e  "t" da v a r i á v e l  tempo 
ral h i d r o d i n â m i c a  A t ^ a n t e r i o r m e n t e  definida.
Sabemos que para uma f unção da forma X = X (t,t^) a 
d i f e rença  Ax ê d a d a  por:
Ax = —  (t,t.) At + (t,t.) At. (3.77)
3t 1  3 t . 1  1
m o s :
Por outro lado, de a c ordo com as definições (1.7) te
<^x n- 4- \ I '3.x ,, , . I v  = — (t,t ) | v. = ----(t,t ) |
3t 1  I 1  3 t . 1  |
't^=cte 1  't=cte
e ,e n t ã o ,
Ax = v At + v. At, (3.78)
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T o m a n d o  o v a l o r  m é d i o  d e s s a  expressão, vem:
Ax = v  At + v . At. (3.79)
Suporemos que (3.79), Ax, At e At^ s e j a m  c o n s t a n t e s  
e que i d e n t i f i c a r e m o s  tais termos c o m  as d i s p e r s õ e s  nas v a r i ã  
veis X, t, t^ respectivamente. A s s i m  sendo, a e q uação (3.79) 
tornar-se-ã:
Ax = v At 4 .- v. At. (3.80)i i
e como sabemos da seção 2 . 1  (equação 2 .6 ) que v^ = 0 , ficamos 
d i r e t a m e n t e  com:
AxAt = ^  (3.81)
v
que é u m a  e x p r e s s ã o  m u i t o  semelhante ã q u e l a  intro d u z i d a  por
(43) ’M A N D E L S T A M  e T A M M  ', a saber:
At = - ---  (3 . 82)
dt
onde £2 é a l g u m  o b s e r v á v e l  tal que At r e p r e s e n t a  o tempo médio que
o o b s e r v á v e l  requer p a r a  m u d a r  por u m a  q u a n t i d a d e  da o r d e m  de 
seu d esvio padrão.
Re t o m a n d o  a equação (3.81) devemos calcular o v a l o r  
m é d i o  da c o m p o n e n t e  v da ve locidade. Isto deve ser feito p a r a  va 
lores fixos de "t^", já que v  = em geral.
A  v e l o c i d a d e  v é dada na e q uação (3.50) e ali e x p l i ­
c i t a n d o  o v a l o r  de <P>a , temos:
v  = - a 0 /  senwt (3.83)
m
Da equação de t r a j e t ó r i a  temos também:
X(t,t^) - e (t^) = a coswt (3.84)
se, e m  (3.52) fizermos as mudanças abaixo:
ü)t.
e(t.)=.C e 1  = c t e . , a = ao / —
Moo
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I n t r o d u z i m o s  agora a nova v a r i á v e l  y = x(t,tj_) - e (t^) 
de m o d o  q ue a e q uação (3.84) fornece:
^  = cosojt senoot = / 1  - (—) 2 (3.85)
a a
A  v e l o c i d a d e  dada em (3.85) é a g o r a  r e e s c r i t a  em
termos da e q u a ç ã o  (3.85). Isto é,
/  —  Á  - ( ^ ) 2 (3.86)v = - a 0
M  a
e a funçã o |Va | 2 independe de y se nela introduzirmos o r e s u l t a ­
do f o r n e c i d o  p e l a  equação de t r a j e t ó r i a  (3.52).
Finalmente,
. . . - a | V a |‘ /I - (i ) 1  dy
V = ---------- -— — ------ ;----------------------  (3.87)
; +a I ¥ I 2 dy 
1 a 1-a
_  £  2
onde dy = dx e | ¥ | 2 = (— ) e h
“ hTT
E f e t u a n d o  as integrações que a p a r e c e m  em (3.87) obte
m o s :
v = a 0TT X"—  (3.88)
2 m
L e v ando este r e s u l t a d o  em (3.81) e e x p l i c i t a n d o  o v a  
lor da d i s p e r s ã o  espacial, ficamos com:
At = --- ---- : (3 .89)
TT a 0 w
obser v a - s e  q u e  para estados estacionários (a 0 = 0  c o r r e s p o n d e  ao
estado f u n d a m e n t a l  do o s c i lador harmônico) At pois AH = 0 e
para a 0 = 0 0 (oscilador macroscópico), At -* 0, como esperávamos.
D e vemòs agora encontrar a d i s p ersão na c o m p o n e n t e  
"t^" . De m a n e i r a  semelhante ao que fizemos para o c á lculo da dis^ 
p e r s ã o  em "t", fixaremos o v a l o r  de " t " . Da equação de t r a j e t o  - 
ria (3.52) temos:
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cot.
donde:
t . = — £n -  (x - < x > a ) (3.91)
1  a) C
F ixar o v a l o r  de "t" s i g n i f i c a  e n c a r a r  <X>a c o m o  cons 
tante e X c o m o  i n d e p e n d e n t e  de "t". Podemos, portanto, p r o m o v e r  
nova s u s b s t i t u i ç ã o  de variáveis, escrevendo:
z = X - < X>a e dz = dx (3.92)
e a d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  | ¥ | 2 como:
í/ Mto 2
|y | 2 = (íí“) / 2  e _ T T  Z (3.93)
a hiT
A g o r a  o c á lcul o da d i s p e r s ã o  At^ t o r n a - s e  o m e s m o  cál 
culo d e s e n v o l v i d o  para o p a c o t e  g a u s s i a n o  do e x emplo anterior. A  
dispersão será:
C e  1 = x - < x > a (3.90)
At. - — / I n 1  z - £n z (3.94)
to
que t ambém independe do e s p a ç a m e n t o  entre as curvas em (3.52).Da 
m e s m a  forma a inda teremos:
Mto h
Moo 2—  z 2
£ n 2 z = 2  / —  / e I n 2 z dz
hir 0
Mto z2
MtO ,°° h£n z = 2  / —  / e JJn z dz
hir 0
e u m a  vez r ealiz a d a s  as integrações que v ê m  dadas nos r e s u l t a d o s  
gerais (3.66) a d i s p ersão At^ v e m  dada por:
A t± I (3.95)
(jO
Ê possível e d e s e jável unir as d i s p e r s õ e s  p a r t i c u l a ­
res de "t" e "t^" na d i s p ersão da v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i ­
ca A t ^ e a s s i m  obter:
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A t f
1 .21 + 1 (3.96)
2 2 2 a 0 w 7T
U s a n d o  a hamil t o n i a n a  h i d r o d i n â m i c a  e s crita para
os estados c o e r e n t e s  do os ci lador harmôn i c o ,  p o d e - s e  c a l c u l a r  di­
retamente a d i s p e r s ã o  AH^ que ê:
que coincide, como já se de mons t r o u  generi c a m e n t e ,  com a d i s p e r -  ' 
são na e n e r g i a  p r e v i s t a  pela f o r m u l a ç ã o  usual.
p e l a  e q u a ç ã o  (3.97) que rec onhecemos c o m o  o p r o d u t o  de i n c e r t e z a  
e n e r g i a - t e m p o  em sua v e r s ã o  h i d r odinâmica. Temos então:
observamo s  que a equação (3.98) dá-nos o p r o d u t o  de i n c e rteza 
e n e r g i a - t e m p o  para os estados c o e r entes d o  o s c i l a d o r  h a r m ô n i c o  
como d e p e n d e n t e  do v a l o r  de a 0 • Todavia, p a r a  que (3.98) n ã o  v i o  
lasse as r e l a ç õ e s  de incerteza e s t a b e l e c i d a s  usualmente, a 0 deve 
ria estar r e s t r i t o  a u m  co nj unto de valor e s .  No entanto, não há 
restrição  sobre os possíveis v a l o r e s  de a 0 , de m o d o  que a p a r e n t e  
m e n t e  (3.98) v i ó l a  as referidas relações. Antes disso, porém, as 
sumimos q ue o r e s u l t a d o  r e presentado p o r  (3.98) é apenas a p r o x i ­
m a d a m e n t e  correto. Em outros termos, os m é t o d o s  desenvolvidos até 
aqúi para o c á l c u l o  das dispersões nas c o m p o n e n t e s  t e m p o r a i s  mos 
t rou-se m u i t o  b o m  no caso do p a c o t e  gaussiano, mas não c o m p l e t a ­
m e n t e  c o r r e t o  para os estados coerentes como ilustra a e q u a ç ã o
(3.98). E s t e  r e s u ltado pode ser explicado, entre outras coisas , 
a partir de algumas aproximações que fizemos, como a d é f i n i ç ã o  
de d i s p e r s ã o  que introduzimos em (3.81). É inegável, no entanto, 
que o m é t o d o  pode ser aperfeiçoado p a r a  asseg u r a r  o e s t a b e l e c i  - 
m e n t o  c o r r e t o  do p r o d u t o  de incerteza energia-tempo, com o a u x í ­
lio da c o m p o n e n t e  temporal imaginária.
AH^ = hoj a 0 (3.97)
O p r ó x i m o  passo é fazer o p r o d u t o  da e q uação (3.96)
7T
(3 .98)
3.6. 0 opo.fLad.ofL to.mpo e. a ^oAmulação h-Ldfiod-inâmLaa 
da Me.cân-íca Q^uânt-ica.
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As r e f l e x õ e s  tecidas n e s t a  seção d e v e m  ser tomadas
como c o n j e c t u r a s  cuja f ina li dade m a n i f e s t a  é a c l a r a r  a l g umas coi 
sas e sugerir outras. Sabemos que o o p e r a d o r  t e m p o  (ou, m a i s  pre 
cisamente, o seu e s t a b e l e c i m e n t o  em u m a  f o r m a  r i g o r o s a  e d e f i n i ­
tiva) é u m  p r o b l e m a  de grande interesse, na M e c â n i c a  Q u â n t i c a  e 
as d i f icu ldades que o e n v o l v e m  não são de m o d o  a l g u m  d e s p r e z í  - 
veis, como jã t i vemos o c a s i ã o  de sugerir b r e v e m e n t e  na seção I 
deste capítulo. U m  t r a b a l h o  b a s tante i m p o r t a n t e  n e s t e  s e n t i d o  ain 
da está por ser feito em conexão com os r e s u l t a d o s  p r o p o s t o s  p e ­
la f ormula ção h i d r o d i n â m i c a  que até aqui t e m  sido desenvolvida. 
Deve-se, é claro, o b s e r v a r  uma c a r a c t e r í s t i c a  f u n d a m e n t a l  da
formulaçã o  h i d r o d i n â m i c a  que é o fato de e l a  o c u p a r - s e  de f u n ­
ções e não de operadores. N o s s o  o b j e t i v o  n e s t a  seção ê fazer al­
guns d e s e n v o l v i m e n t o s  - em termos de funções - que nos p o s s a m  le 
v a r  a alguma forma..noy$ de. encarar o p r o b l e m a  e quiçá,.. s u g e r i r  
alguns r e s u l t a d o s  para uma a b o r d a g e m  futura.
C o m e cemos por reescrever a e q u a ç ã o  de t r a j e t ó r i a  o b ­
tida para os e s t a d o s  c o e r entes do o s c i l a d o r  h a r m ô n i c o  d a d a  por
(3.52), que ê :
(3.52)
Como p o s s u í m o s  as expressões para as c o m p o n e n t e s  da 
v e l o c i d a d e  q ü â n t i c a  v  e v^ podemos t a m b é m  u t i l i z a r  a função m o ­
m e n t o  d e f i n i d a  por (3.53) e teremos:
(Jüt .
P_£ = - a 0 / 2 h m  to seniot + i m u  C e (3.53)
Ora, m u l t i p l i c a n d o  a equação (3.52) por (- imco) e so 
m a n d o - a  com a e q u a ç ã o  (3.53) teremos:
- i(jút
(3.99)
que pode ser t r a n f o r m a d a  em:
e (3.100)
61
Por outro lado, m u l t i p l i c a n d o  ( 3 .5 2 ) p o r  m u  e (3.53) 
por - i e somando-as, vem:
/— - 1  P _ ltot ÍZ cot.r / moa f. _ /. 2 mw  „ i[ / —  x -------- :] = a o e + C / ----e (3.101)
h / hma) h
D e s t a  forma, ficamos com o s e g u i n t e  c o n j u n t o  de equa
ç o e s :
ÍZ. w t . i cot+ ~ 2 mto i . _ „ _ _.a f - C / ---- e = a 0 e (3.102)
r h
a f = a 0 e- lü)t (3.103)
onde identificamos as funções a* e respect i v a m e n t e  com:
P
+ 1 , / mw . , _ .. a f —— [/ —  x - i — —.] . ..... .... . . (3.104)
/ 2  h /  hmu)
P,
a = —L - [ / —  x + i f (3.105)
/ 2  h -J hmaj
Podemos agora m a n e j a r  as equações (3.102) e (3.103) 
p a r à  e x p l i c i t a r  as v a r i á v e i s  temporais. De fato, de (3.103) pode 
mos escrever, diretamente:
t = — (£n a - £n a 0 ) (3.106)
ü)
e m u l t i p l i c a n d o  (3.102) por (3.103), teremos:
/o .+  _  /  2 .3TICÚ 1  2 I <Í r \ -1  \a a_ - C / ---- a_ e = a 0 (3.107)t r h r
donde:
t. = — [£n(a* a f - a 02 ) - SLn a f + ctes] (3.108)
1  w
O ra a semelh a n ç a  de forma que há entre as expressões 
(3.104) e (3.105) e os op er a d o r e s  de "criação" e "aniquilação" , 
respectiv a mente, ê b a s tante visível. As equações (3.106) e (3.108) 
estão es tab e l e c i d a s  por funções. Todavia, r a c i o c i n a n d o  em termos 
de v a lor es médios, d e m o n s t r a m o s  a equivalência no cálculo dos va 
lores m é dios de m o m e n t o  e da energia entre os operad o r e s  da for-
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m u l a ç ã o  u s u a l  e as funções da f o r m u l a ç a o  hidrodinâmica. I d e n t i f i  
c a r e m o s , portanto, as equa çõ es (3.104) e (3.105) com os o p e r a d o ­
res m e n c i o n a d o s  e reescr e v e r e m o s  as e x p r e s s õ e s  (3.106) e (3.108) 
como operadores, a saber:
t = -  [£n a - ln a 0] (3.106' )
°P 0)
t. = — [£n(a+a - a 02 ) - £n a + ctes] (3.108')
1QP OJ
Na seção precedente, r e f e r i m o - n o s  a um o p e r a d o r  t e m ­
po adequa d o q u e  devesse c u m p r i r  u m a  r e l ação do tipo
T V — (t + Í t . ) V op 1
onde = (t + i t^). Ora, a p a r t i r  das equações (3.106') e
(3.108') p o d e m o s  escrever:
t = t + i £. (3.109)
o p  o p  Í O P
T *  =  £ - i t. (3.110)op op iop
Ora, é possível c o n s t r u i r  o operador: 
t *  = — [2 Zn a + £n (a+a - a 0 2 + ctes] (3.110)
° P w
c u j o  c o m u t a d o r  c o m  o H a m i l t o n i a n o  dã:
[R, x*p ] = - 2  ih (3.111)
A l é m  disso, n u m  caso p a r t i c u l a r  em que consid e r a m o s  
somente e s t a d o s  e s t a c i o n á r i o s , não deve ter m u i t o  sentido uma 
e x p r e s s ã o  como (3.106'), já que a componente real da v a r i á v e l  tem 
p o r a l  não p o d e  oferecer m a i o r e s  informações sobre o sistema. A s ­
sim, üsamos a c omponente imagin á r i a  para auxil i a r  a d e s c r i ç ã o  tem 
poral e, p o n d o  a 0 = 0 em (3.108') teremos:
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(3.112)
que obede ce  ã relação:
xop + i h (3.113)
Como os operadore s d e f i n i d o s  em (3.106') e (3.108')
não são h e r m i t i a n o s , as relações (3.111) e (3.112) não nos p o d e m  
definir f o r m a l m e n t e  uma relação de i n c e r t e z a  entre o o p e r a d o r  Ha 
mi l t o n i a n o  e o "operador" tempo aqui tentado.
operador t e m p o  p a r a  o Oscilador H a r m ô n i c o  d e f i n i d a  por F U J I W A R A
observamos u m a  certa semelhança c o m  os o p e r a d o r e s  por nós i n t r o ­
duzidos, s o b r e t u d o  em (3.110). E s t a  s e m e l h a n ç a  externa nos permi 
te conje c t u r a r  acerca da p o s s i b i l i d a d e  de u m  d e s e n v o l v i m e n t o  ade 
quado da f o r m u l a ç ã o  hidrod i n â m i c a  servir de base às tentativas de 
e s t a b e l e c i m e n t o  do operador tempo na formul a ç ã o  usual. Ê p ossí - 
v e l  que, c o n h e c e n d o  a forma da v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i c a  , 
e n contre -s e u m a  m a n e i r a  genérica de c o n s t r u i r  o o p e r a d o r  tempo 
para um d a d o  problema.
formulação h i d r o d i n â m i c a  que, em termos de futuro, cremos dever 
explorar-se.
No entanto, se i n t roduzirmos uma e x p r essão para o
( 2 9 ) que e :
Î = 1  [£n a . T"! Jln a + ] 
op 2  Co
(3.113)
F i c a  p o r tanto reg is t r a d a  uma p o s s i b i l i d a d e  contida na
CAPÍTULO  11/
COMCLUSDES
No p r e s e n t e  estágio de nosso t r a b a l h o  - que não deve 
dar-se por concluído, u m a  vez que m uitas o utras coisas a i n d a  p o ­
d e m  ser t e n tadas - a l g umas c o n s iderações de c a r á t e r  c o n c l u s i v o  se 
fazem necessárias.
O b s e r v a m o s  que já na p r i m e i r a  parte do trabalho, a 
formulação  h i d r o d i n â m i c a  original m o s t r o u  ser p o s s í v e l  a s e p a r a ­
ção da E q u a ç ã o  de S c h r ö d i n g e r  em duas outras e q u ações de c o n s e r ­
v a ç ã o  clássicas. Este já era u m  resultado conhecido. Todavia, a 
correta a p l i c a ç ã o  dos r e s u l t a d o s  fornecidos por u m  tal f o r m a l i s ­
mo, sugere que, p e l o  m e n o s  para alguns problemas partic u l a r e s ,  es 
t a  v ersão  o r i g i n a l  da formul a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  se a p r e senta mais 
acessível m a t e m a t i c a m e n t e .  Demos disso um e x emplo r e s o l v i d o  ante 
riormente, que é o p o t e n c i a l  de B a r b a n i s , cuja solução v i a  E q u a ­
ção de S c h r ö d i n g e r  ê r e l a t i v a m e n t e  difícil. A q u i  t a m b é m  se intro 
d u z i r a m  os p a r â m e t r o s  temporais, cujas conseq ü ê n c i a s  no d e s e n v o l  
v i m e n t o  p o s t e r i o r  do f o r m a l i s m o  serão discut i d a s  adiante.
Contudo, o passo seguinte foi gener a l i z a r  uma a borda 
gem clássica para a M e c â n i c a  Quântica. Como dissemos, a idéia não 
ê nova. A i n d a  há p o u c o  tempo, G I L S O l / ^ m o s t r o u  que a v e r s ã o  de 
S chrödin ger da M e c â n i c a  Q u â n t i c a  pode ser deriv a d a  de um p r i n c í ­
p io v a r i a c i o n a l  clássico. Esta a b o r d a g e m  clássica aqui d e s e n v o l ­
v i d a  parte de uma função lagrangeana de estrutura semel h a n t e  âs 
langrangeanas habituais, só que como uma função complexa. A p e s a r  
de a p a r e n t e m e n t e  estranho, este fator p e r m i t i u  a g e n e r a l i z a ç ã o d o  
Principio de M í n i m a  Ação, que gerou da parte real, uma e q u a ç ã o  
de m o v i m e n t o  (que conduz direta m e n t e  a uma equação de c o n s e r v a  -
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ção de energia) e da p a r t e  imaginária, u m a  e q u a ç ã o  que conduz à 
equação de contin u i d a d e  p a r a  u m  fluido clássico. N e s t e  ponto, es 
ta nova a b o r d a g e m  c l á s s i c a  m o s t r o u - s e  a l t e r n a t i v a  até m e s m o  e m  
relação à p r ó p r i a  v e r s ã o  o r i g i n a l  da f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  , 
pois resgatamos, com a g e n e r a l i z a ç ã o  do P r i n c í p i o  de H a m i l t o n  , 
as duas e q u a ç õ e s  que se obtém p o r  separação da Equação de Schrödinger.
Entretanto, a a n a l o g i a  c l á ssica foi m a n t i d a  e, p r o s ­
seguindo na m e s m  direção, foi feito o d e s e n v o l v i m e n t o  de uma f o r ­
m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  h a m i l t o n i a n a , pois a função l a g r a n e g e a n a  
obtida p e r m i t i u  encontrar u m a  f u nção h a m i l t o n i a n a  h i d r o d i n â m i c a  
cujo v a l o r  m é d i o  é o v a l o r  m é d i o  da e n e r g i a  dos d i v ersos s i s t e  - 
m a s  a que se aplica. Da fu nção h a m i l t o n i a n a  o b t é m - s e  e q u a ç õ e s  
q u â n tica s  análogas ãs e q u aç ões de Hamilton. C o m  esses r e s u l t a d o s  
forma-se a base para uma a b o r d a g e m  a l t e r n a t i v a  c o m  p r o f u n d a s  ana 
logias. clássicas.
U m  dos p r o b l e m a s  que a c r e d i t a m o s  deva ser abordado com 
as equações obtidas, s o b r e t u d o  c o m  a função h a m i l t o n i a n a  h i d r o d i  
nâmica, é o efeito B O H M - A H A R O N O V , que já foi estudado por C A SATI 
e GUARNIERI desde o p o n t o  de v i s t a  h i d r o d i n â m i c o , mas que ago 
ra poder i a ser revisto e, po ssiv e l m e n t e ,  fornecer r e s u l t a d o s  mais 
decisivos.
T a m b é m  nessa a b o r d a g e m  m a i s  geral desenvolvida, foi 
possí v e l  e scre v e r  uma forma l i g e i r a m e n t e  d i f e r e n t e  para o p o t e n ­
cial q u â nt ico que nos p arece m a i s  simétrica que a a n t e r i o r ( c o m u m  
ao forma l i s m o  h i d r o d i n â m i c o  original) por envolver agora as duas 
c ompon e n t e s  da v e l o c i d a d e  quântica. T a m b é m  Y U S S O U F F ^ ^  e n c o n t r o u  
forma semelhante para o p o t e n c i a l  quântico. Todavia, essa f o r m a
nova, p a r e c e - n o s  mais apta a sugerir que o p o t e n c i a l  q u â n t i c o
(21)alem da interpretaçao suge ri da p o r  B O H M  possa ser r e s p o n s á v e l  
pela int eração da p a r t ícula c o m  um "campo de fundo" confo r m e  p r o  
p o s t o  por DE LA P E Í J A ^ “^.
O desenv o l v i m e n t o  de uma f ormulação h i d r o d i n â m i c a  
relativí stica, apesar de ser a p enas uma tentativa, envolve a in­
t r o d u ç ã o  de u m a  segunda c o m p o n e n t e  temporal, a componente i m a g i ­
n á r i a  "t^". Um estudo b i d i m e n s i o n a l  já foi tratado por L E W I S ^ 7  ^
e não é de m o d o  algum e s t ranha a idéia de u m  tempo m u l t i d i m e n s i o  
nal em relatividade, como a t e s t a m  os trabalhos de Z I I N O ^ 8  ^ e
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PAPAS ^ 9^por exemplo. A  idéia de uma f o r m u l a ç ã o  h i d r o d i n â m i c a  re 
lativística m o s t r o u - s e  b a s t a n t e  alenta d o r a ,  sobretudo levand o - s e  
em conta o r e s u l t a d o  o btido para a e n e r g i a  do e s t a d o  f u n d a m e n t a l  
do ãtomo de hidrogênio, cuja p r e c i s ã o  ê m a i s  s i g n i f i c a t i v a  que 
aquela c o r r e s p o n d e n t e  ã E q u a ç ã o  de K l e i n - G o r d o n .
N a  seqüência, no C A P l T U L O  II d e m o n s t r o u - s e  a e q u i v a ­
lência no c á l c u l o  dos v a lores m é d i o s  das funções h i d r o d i n â m i c a s  
e dos o p e r a d o r e s  da formul a ç ã o  usual da M e c â n i c a  Q u â n t i c a  de uma 
m a n eira g e nérica, c o n t radiz endo uma i m p o r t a n t e  p r e visão p a r a  o 
cálculo do v a l o r  m é d i o  do H a m i l t o n i a n o  q u a d r á t i c o  do o s c i l a d o r(15)harmônico, f e i t o  por DE LA PEftA que se a s s e v e r a v a  serem d i f e ­
rentes os c á l c u l o s  desen v o l v i d o s  pela formul a ç ã o  e s t o c ã s t i c a  e 
pela f o r m u l a ç ã o  usual. Ora, a g e n e r a l i d a d e  da d e m o n s t r a ç ã o  n ã o  
deixa m a r g e m  de dúvida q u a n t o  ã c o m p l e t a  equivalência. T o d a v i a  , 
este é u m  r e s u l t a d o  n o v o -/ que a t r i b u í m o s  à função h a m i l t o n i a n a  hi 
drodinâmica, e ao m étodo m a i s  c o n h e c i d o  de c a l cular v a lores m é ­
dios com o u s o  de funções. Neste, sentido, também, as p r e v i s õ e s  
de R O B I N S O N  d e v e m  ser r e c o n s i d e r a d q s .
C o m o  sugestão para d e s e n v o l v i m e n t o s  posteriores, r e ­
gistramos a p o s s i b i l i d a d e  de que os c á l culos dos v a l o r e s  m é d i o s  
v e n h a m  a ser d e s e n v o l v i d o s  em i ntegrações sobre as componentes tem­
porais. E m  o u t r a s  palavras, talvez se p o s s a  encontrar u m a  m a n e i ­
ra g e n é r i c a  p a r a  o cálculo dos v a l o r e s  m édios que esteja d e f i n i ­
da de m o d o  a explo r a r  as in formações conti d a s  nos p a r â m e t r o s  tem 
porais ou, alternativamente, nas c o m p o n e n t e s  da v e l o c i d a d e  q u â n ­
tica.
A  sugestão anterior d e v e - s e  ao fato de que inicialmen­
te a i n t r o d u ç ã o  dos parâme tr os temporais, sobretudo "t^" t i n h a  
p or f i n a l i d a d e  a obtenção das e q u ações de trajetória. De fato,na 
o r i m e i r a  p a r t e  do CAPlTULO  III isto é feito de uma m a n e i r a  bas - 
tante sa t isfatória, para alguns p r o b lemas em particular.
Entretanto, na s e q ü ência foi p o s s í v e l  m o s t r a r  que as 
informaç ões c o n tidas nessa c o m p o n e n t e  i maginária do tempo p e r m i ­
te tratar das relações de i ncer t e z a  e n e r g i a - t e m p o  de m a n e i r a  d i ­
reta.
Já no CAPÍTULO II registrou-rse de p a s sagem que a in­
certeza p o s i ç ã o - m o m e n t o  p u d e s s e  ser devida ã existência da v e l o ­
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cidade imag in á r i a  ou, em termos mais claros, d e v i d a  à e x i s t ê n c i a  
da componente i m a g i n á r i a  do tempo. Ora, essa c o m p o n e n t e  " i m agina 
ria" permi t i u  e s t imar o p r o d u t o  de i n c e r t e z a  e n e r g i a - t e m p o  e
forneceu r e s u l t a d o s  que c o n c o r d a m  c o m  os r e s u l t a d o s  p r e v i s t o s  pe 
la formulação usual, que os p reviu de m a n e i r a  indireta p o r  não 
dispor de u m  o p e r a d o r  tempo b e m  d e f i n i d o  e g e n é r i c o  p a r a  o c ã l c u
lo das dispersões.
A  introd u ç ã o  da v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i c a ,  per 
m i t i u  o c á l c u l o  das dispersõ es no tempo (em termos de funções) e 
da energia (também em termos de funções, g r aças ã e q u i v a l ê n c i a  
obtida no C A P Í T U L O  II) e a c o n s e q ü e n t e  r e l a ç ã o  de i n c e r t e z a  p a r a  
o pacote g a u s s i a n o  e para os estados c o e r e n t e s  do o s c i l a d o r  h a r ­
mônico, dois casos gerais de grande interesse.
Ê b e m  v e r d a d e  que no caminho, e n c o n t r a m o s  a l g u m a s  djL 
ficuldades, como o c ã l c ü l ò ' da d i s p e r s ã o  na c o m p o n e n t e  real do 
tempo. Ent retanto, foi possível, m e d i a n t e  c o n s i d e r a ç õ e s  a d e q u a  - 
das, estimar a d i s p e r s ã o  total e e s t a b e l e c e r  as relações de in­
certeza desejadas.
E m  c a ráter conjectural, a o b s e r v a ç ã o  c u i d a d o s a  da va. 
riãvel t e m p o r a l  h i d r o d i n â m i c a  pode s u g erir u m a  forma p a r a  o o p e ­
rador tempo, ou seja, c o n h e c e n d o - s e  a v a r i á v e l  t e m p o r a l  h i d r o ­
dinâmica, é possível, em princípio, e s t a b e l e c e r  uma e x p r e s s ã o  
c o r r e s p o n d e n t e  a u m  opera d o r  tempo adequado. É claro que o p r o  - 
cesso não é a s s i m  tão simples. N u m a  s i t uação do tipo
T . Y = g Y
ê mais fácil, e m  geral, c o n hecendo-se T d e c o b r i r  a função g, do
realizar o c a m i n h o  inverso. Contudo, q u a n d o  n a d a  se c o nhece em
princípio, na r e l a ç ã o  acima, o c o n h e c i m e n t o  da função g, o b v i a  -
mente, aliado a uma boa intuição, pode ser u m  b o m  p r i m e i r o  passo.
A  esta c o n c l u s ã o  nos permiti mos chegar o b s e r v a n d o  u m  o p e r a d o r  tan
(28 )p o  desenv o l v i d o  por F U J I W A R A  para o o s c i l a d o r  harmônico, cuja 
forma geral é b a s t a n t e  sugestiva em termos de analogia com a
função t e m poral hidrodinâmica, t a m b é m  para o oscilador h a r m ô n i c o  
(como um caso p a r t i c u l a r  nos estados coerentes) que aqui encon - 
t r a m o s .
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